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Приложение на производните 

I. Изпъкналост и вдлъбнатост 

 

 

Зад. 1: Да се изследват относно изпъкналост, вдлъбнатост и инфлексна точка, 
функциите: 

а) f(x) = x3 – 3x; б) f(x) = x4 – 2x 
Решение: а) Намираме втората производна: f ′=3x2–3; f ′′ =6x. При x < 0 фун-

кцията е вдлъбната (защото f’’(x)<0). При x>0 функцията е изпъкнала (защото 
f’’(x)>0). При x=0 функцията има инфлексна точка (0, 0), защото в тази точка функ-
цията променя знака си. 

б) Намираме втората производна: f ′ =4x3–2; f ′′ = 12x2 . За всяко x ≠ 0 имаме 
f’’ (x) > 0. Следователно дадената функция е само изпъкнала.  

 

II. Монотонност (растене и намаляване) на функция 

 

 

Растяща или намаляваща функция се нарича общо монотонна. 
Ако за всяка точка от интервала [a; b] производната е равна на нула, то функ-

цията ще бъде едновременно растяща и намаляваща т.е тя ще е константа. Напри-

мер: f(x) = ax +b, където a и b са константи. Когато a>0, функцията f(x) е строго 
растяща. Когато a<0, функцията f(x) е строго намаляваща. Когато a=0, функцията 
f(x) не е нито намаляваща, нито растяща (защото в този случай имаме f(x) = const). 

1. Нека функцията f(x) е непрекъсната в [a, b]. Намираме Д.М.; 
2. Функцията f(x) е диференцируема в (a, b) т.е. Намираме първата и произ-
водна; 

3. Определяме интервалите на монотонност: Ако за ∀x∈(a, b): 
♦ f′(x) > 0, то функцията f(x) е растяща в [a, b] т.е. решаваме f′(x) > 0; 

♦ f′(x) < 0, то функцията f(x) е намаляваща в [a, b] т.е. решаваме f′(x) < 0. 

Правило за намиране на интервала на монотонност: 

Растяща – Една функция f(x) е растяща в интервала [a; b], когато за всеки 
две стойности x1∈Д.М. и x2∈Д.М. за които x1 ≥ x2 е изпълнено f(x1) ≥ f(x2) 
(функцията е строго растяща, ако за x1 > x2 е изпълнено f(x1) > f(x2)). 

Намаляваща – Една функция f(x) е намаляваща в интервала [a; b], когато за 
всеки две стойности x1∈Д.М. и x2∈Д.М. за които x1 ≥ x2 е изпълнено f(x1) ≤ 
f(x2) (функцията е строго намаляваща, ако за x1 > x2 е изпълнено f(x1) < f(x2)). 

Определения: 

При x=0 имаме f′′(x)=0, но точката (0, 0) не е инфлексна защото f′′(x) 
не променя знака си. 

Бележка: 

Условия за изпъкналост и вдлъбнатост – Ако функцията f(x) има втора произ-
водна навсякъде в интервала [a, b] и  

♦ f′′(x) > 0 за ∀x∈[a, b], то f(x) е изпъкнала в интервала [a, b]; 
♦ f′′(x) < 0 за ∀x∈[a, b], то f(x) е вдлъбната в интервала [a, b]. 

Условия за инфлексна точка – Ако функцията f(x) е два пъти диференцирана в 
интервала [a, b] и f′′(x) = 0, то точката M(x0, f(x0)) e инфлексна точка (Фиг. 3). 

Теореми: 

Нека функцията f(x) е непрекъсната около точка x0. В 
тази точка от графиката да построим допирателна t. 

Изпъкнала (гледана отдолу) – Функцията f(x) е изпъкна-
ла в точка x0, ако точките от графиката около x0 са над 
допирателната (Фиг. 1).  

Вдлъбната (гледана отдолу) – Функцията f(x) е вдлъбна-
та в точка x0, ако точките от графиката около x0 са под 
допирателната (Фиг. 2). 

Инфлексна точка – Ако функцията f(x) е изпъкнала от 
едната страна на x0, а от другата страна е вдлъбната, то 
точката M(x0, f(x0)) сe нарича инфлексна точка (Фиг. 3). 

Определения: y 
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Зад. 2: Да се намерят интервалите на растене и намаление на функциите: 

а) f(x) = 2x – x2 ; б) f(x) = 3x3 в) ( )
x

xf
1=  

Решение: а) Д.М.: ∀x. Функцията f(x) е непрекъсната и диференцируема за 
∀x∈Д.М. Намираме първата производна: f′=2 –2x = 2(1 – x). Решаваме f’’ (x) > 0 ⇒ 
2(1 – x) > 0 ⇔ x < 1. Следователно функцията f(x) е растяща в интервала (– ∞; 1). 
Решаваме f’’ (x) < 0 ⇒ 2(1 – x) < 0 ⇔ x > 1. Следователно функцията f(x) е намаля-
ваща в интервала (1; +∞).  

б) Д.М.: ∀x. Функцията f(x) е непрекъсната и диференцируема за ∀x∈Д.М. и 
f′=9x2. При x<0 имаме f’(x)>0. Следователно f(x) е растяща в интервала (– ∞; 0]. При 
x>0 имаме също f’(x)>0. Следователно функцията f(x) е растяща в интервала [0; +∞). 
Двата интервала имат обща точка и затова можем да кажем, че f(x) е растяща в ин-
тервала (– ∞; +∞). 

в) Д.М.: ∀x≠0. Функцията f(x) е непрекъсната и диференцируема за ∀x∈Д.М. 
и ( )

2

1

x
xf −=′ . При x<0 имаме f’(x)<0. Следователно f(x) е намаляваща в интервала 

(– ∞; 0). При x>0 имаме също f’(x)<0. Следователно функцията f(x) е намаляваща в 
интервала (0; +∞). 

 

III. Рогова точка 

 

В роговата точка се правят изследвания за екстремум. 
Например: Функцията f(x) е дефинирана и непрекъсната в 
интервала [a, b] (Фиг. 4). Нека първата производна да е f′(x), 
но тя да не съществува при x = c. Затова точката Q от графи-
ката с координати Q (c, f(c)) се нарича рогова точка. 

Зад. 3:Да се намери първата производна на: 

а) f (x) = |x|. б) ( ) ( )3 22−= xxf  

Решение: а) ДМ: ∀x. Дадената функция изглежда по следния начин 
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, т.е. лявата и дясната граница при x → 0 

не съвпадат. Казваме, че функцията f (x) = |x|, при x = 0 има лява производна – 1 и 
дясна производна 1, но производна няма. Тогава точката с координати (0; 0) се нари-
ча рогова точка (на Фиг. 4 роговата точката Q (0; 0) е в центъра на координатната 
система). В роговата точка графиката има “лява” допирателната с ъглов коефициент 
– 1 и “дясна” допирателна с ъглов коефициент 1, но допирателна няма. 

б) ДМ: ∀x. ( ) ( ) ( ) ( )3
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x
xxxf  т.е. можем да намерим пър-

вата производна, но тя не е дефинирана при x = 2. Следователно точката от графика-
та с абсциса x = 2 е рогова точка.  

IV. Критични точки 
Точките от ДМ на функция, при които първата производна не съществува 

(рогова точка) или първата производна е равна на нула (точките с локален екстре-
мум) се наричат критични точки. 

 

Точка от графиката, в която функцията има екстремум, 
но няма първа производна (или първата производна не 
съществува) се нарича рогова точка (Точка Q от Фиг. 4) 

Определение: 

Свойствата: монотонност, ограниченост, непрекъснатост в интервал, 
четност и нечетност, периодичност, се отнасят за всички точки от да-
дено множество. Затова те се наричат глобални свойства. 
Свойствата: граница, непрекъснатост в точка, диференцируемост, се 
отнасят за поведението на функцията в дадена точка. Тези свойства се 
наричат локални свойства. 

Бележка: 

Не можем да направим извода (както при горния пример), че f(x) е намалява-
ща функция в целия интервал, защото ДМ е множество от два интервала. 

Бележка: 

x 

y 
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c 
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V. Локален екстремум 
Нека да имаме функцията f (x), 

която е дефинирана в интервала [a; b], и 
нека уравнението f′ (x) = 0 да има коре-
ни x1 = c∈[a; b] и x2 =d∈[a; b]. От гра-
фиката на Фиг. 5 се вижда, че точките c, 
d и f разделят графиката на четири ин-
тервала: 

♦ За x ∈ [a; c) функцията y = f(x) 
намалява; 

♦ За x ∈ (c; d) функцията y = f(x) 
расте; 

♦ За x ∈ (d; f) функцията y = f(x) намалява; 
♦ За x ∈ (f; b] функцията y = f(x) расте; 

 

Общото название на локален max и min е локален (местен) екстремум. Ако 
функцията f(x) има локален min се записва fmin, ако има локален max – записваме fmax. 

 

Отчитайки определенията и теоремите за съществуването на локален екстре-
мум, можем да запишем следните правила за намирането му: 

♦ Една функция може да има повече от един локален екстремум (На Фиг. 5 
имаме два локални min (в т. M и т. Р) и един локален max (в т. N). Някои 
функции (например y=sin x) имат безброй локални екстремуми; 

♦ Една функция може да няма локален екстремум (Например: y=tg x; y=x и 
т.н.); 

♦ Локалният екстремум не трябва да се смесва с най-малка и най-голяма 
стойност на функцията (Например от фиг. 5 най-голямата стойност на 
функцията е в т. Q, но там няма локален екстремум. Дори точката с лока-
лен min може да бъде по-високо от точката с локален max; 

♦ В точките с локален екстремум производната е равна на нула, т.е. допи-
рателната в съответните точки от графиката е успоредни на оста Ох (ъг-
ловия коефициент k = 0); 

♦ Една функция може да няма производна в дадена точка, т.е. първата и 
производна да не е дефинирана в дадена точка, но да има локален екст-
ремум  в тази точка. Например: в роговата си точка функцията има лока-
лен екстремум, но няма производна. 

Бележки: 

Локален min: Функцията f (x), която е дефинирана в интервала [a; b], има ло-
кален min в точката x1 = c∈[a; b], когато може да се намери достатъчно малка 
околност около т. с (например на Фиг. 5 околността (c–ε; c+ε), където ε > 0), 
в която няма стойност на f(x) по-малка от f(c), т.е. имаме f(x) ≥ f(c). 

Локален max: Функцията f (x), която е дефинирана в интервала [a; b], има ло-
кален max в точката x1 = d∈[a; b], когато може да се намери достатъчно мал-
ка околност около т. d (например на Фиг. 5 околността (d–ε; d+ε), където ε > 
0), в която няма стойност на f(x) по-малка от f(d), т.е. имаме f(x) ≤ f(d). 

Определения: 
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Зад. 4: Намерете локалните екстремуми на функцията y = x3 – 3x2 – 9x + 6 

Решение: Д.М.: ∀x. Намираме първата производна: f′ = 3x2 – 6x – 9. Опреде-
ляме критичните точки, като приравним първата производна на нула: 3x2 – 6x – 9 = 
0 ⇔ x1 = 3, x2 = –1.  

Първи начин: Прилагаме третата стъпка на I правило: Намираме втората про-
изводна: f′′ = 6x – 6. Проверяваме знака на втората производна в точките на екстре-
мум: f′′(3) = 6.3 – 6 = 12 > 0. Следователно функцията в тази точка има min. Нами-
раме стойността на този локален минимум, като заместим във функцията, т.е. ymin = f 
(3) = 33 – 3.32 – 9.3 + 6 = – 21;  
f′′(–1) = 6.(–1) – 6 = – 12 < 0. Следователно функцията в тази точка има max. Нами-
раме стойността на този локален максимум, като заместим във функцията, т.е. ymax = 
f(–1) = (–1)3 – 3.(–1)2 – 9.(–1) + 6 = 11. 

Втори начин: За да определим вида на локалните екстремуми, изследваме зна-
ка на първата производна в критичните точки (трета стъпка II правило) т.е. решаваме 
неравенството f′(x) = 3x2 – 6x – 9 > 0. Резултатите нанасяме в таблицата:  

 – ∞ – 1 3 +∞ 
f′ (x) + 0      –   0        +  
f (x) 

   
 

От таблицата виждаме, че при x = –1 имаме локален max, а при x = 3 имаме 
локален min. Стойността на max и min намираме, като заместим във функцията: ymin 
= f (3) = 33 – 3.32 – 9.3 + 6 = – 21 и ymax = f(–1) = (–1)3 – 3.(–1)2 – 9.(–1) + 6 = 11. 

♦ Ако f′′(d) = 0, то в тази точка функцията има инфлексия, т.е. 
това е точка, в която функцията не променя знака си, а само 
преминава от вдлъбната в изпъкнала (или обратното) 

II правило  

(необходимо условие за съществуване на локален екстремум) 

Първите две стъпки се повтарят от I Правило; 

Трета стъпка: Изследваме знака на първата производна във всеки от интер-
валите, т.е. определяме в кои интервали функцията е растяща (решаваме не-
равенството f′(x) > 0) или намаляваща (решаваме неравенството f′(x) < 0). 
Точката, при която функцията от намаляваща преминава в растяща, имаме 
локален min, а от растяща в намаляваща – локален max. 

I правило  

(достатъчно условие за съществуване на локален екстремум) 

Първа стъпка: Намираме Д. М. и проверяваме за непрекъснатост в тази Д. М. 
(защото функцията трябва да бъде дефинирана и непрекъсната в даден 
интервал [a; b], за да има екстремум). Намираме първата производна. 

Втора  стъпка: Определяме критичните точки: 

♦ точките, в които функцията няма първа производна (знаем, че 
това са роговите точки); 

♦ точките, в които първата производна се анулира, т.е. решаваме 
уравнението f′ (x) = 0. Нека решенията му са x1 = c и x2 = d 
(фит. 5). Така определяме точките, в които функцията 
евентуално може да има локален екстремум. Ако уравнението 
f′ (x) = 0 няма решение , то функцията няма екстремум, т.е. f(x) 
е само растяща (или намаляваща); 

Трета стъпка: Ако съществува първата производна (т.е. нямаме рогова точ-
ка), намираме втората производна. Ако тя не може да се намери, продължа-
ваме изследването по II правило; 

Четвърта стъпка: Изследваме знака на втората производна в точките на ек-
стремум: 

♦ Ако f′′(c)>0, то в тази точка функцията има локален min. За да 
намерим стойността на функцията в точката на локалният min, 
заместваме съответния корен (например: с) във функцията, т.е. 
намираме ymin = f(c). На фиг. 5 точката с локален минимум е 
M(c; f(c)); 

♦ Ако f′′(d)<0, то в тази точка функцията има локален max. За да 
намерим стойността на функцията в точката на локалният max, 
заместваме съответния корен (например: d) във функцията, т.е. 
намираме ymax = f(d). На фиг. 5 точката с локален максисум е 
N(d; f(d)); 

Правила: 
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Зад. 5: Намерете локалните екстремуми на функцията 
2

35

+
−=

x

x
y  

Решение: Д.М.: ∀x ≠ – 2. Намираме първата производна: 
( ) ( )

( ) ( ) ( ) 222 2

13

2

35105

2

3525

+
=

+
+−+=

+
−−+=′

xx

xx

x

xx
f . Точката, в която първата производна 

не съществува е – 2, но тя не принадлежи на Д.М. Следователно x = – 2 не е критич-
на точка. Уравнението f′ = 0 няма решение. Следователно дадената функция няма 
екстремум (f′ (x) > 0 за ∀x затова функцията е само растяща). 

Зад. 6: Намерете локалните екстремуми на функцията y = |1 – x2|. 

Решение: Д.М.: ∀x. Използвайки свойствата на модула, дадената функция и 
нейната производна могат да се запишат по следния начин: 

( )
[ )

( )
( )









>
−∈−

−<
=′









≥−−
−∈−

−<−−
=

1,2

1;1,2

1,2

;

1,1

1;1,1

1,1

2

2

2

xприx

xприx

xприx

f

xприx

xприx

xприx

y
 

Критичните точки са: x = ±1 (точките, в които първата производна не същест-
вува, т.е. това са роговите точки) и x = 0 (точката, при която първата производна е 
равна на нула и в трите интервала). В тези три точки изследваме функцията за лока-
лен екстремум, като определяме знака и в четирите интервала:  

 – ∞ – 1 0 1 +∞ 
f′ (x) –     ||   + 0        + ||       
f (x)     

 

От таблицата се вижда, че при x = ±1 функцията има min и той е f(– 1) = f(1) = 
0, а при x = 0 – има максимум и той е f(0)=1.  

Зад. 7: Намерете локалните екстремуми на функцията 

( )π2;0sin
2

1 ∈−= xприxxy . 

Решение: Д.М.: ∀x∈(0; 2π) и xf cos
2

1 −=′ . Уравнението 

f′ = 0 има решения ππ
kx 2

3
+±=  т.е. 

3
;

3 21

ππ −== xx  са критич-

ните точки при x∈(0; 2π). Определяме вида на екстремума: f′′ = 

sin x. Тогава: 
2

3

63
;0

2

3

3
sin

3 min −=






=>==






′′ ππππ
fyf  и 

2

3

63
;0

2

3

3

5
sin

3 max +−=






−=<−==






−′′ ππππ
fyf . 

Зад. 8: Ако 
3

π=x , да се определи при кои стойности на параметъра a функци-

ята xxay 3sin
3

1
sin +=  има екстремум и да се определи вида му. 

Решение: За да има екстремум, дадената функция трябва първата и производна 
да е равна на нула в тази точка, т.е 

201
23

.3cos
3

cos
3

;3coscos3cos3.
3

1
cos =⇒=−=







+=






′+=+=′ a
a

afxxaxxaf
πππ . За 

да намерим какъв е екстремума, с така намерената стойност на параметъра замест-
ваме в първата производна f′ = 2cos x + cos 3x и изследваме втората производна: 

f′′= – 2sin x – 3sin 3x; = 03
2

3
2sin3

3
sin2

3
<−=−=−−=







′′ πππ
f . Следователно да-

дената функция при a = 2 има max, като стойността на този максимум е 

3sin3
2

3
2

3max =+=






= ππ
fy . 

VI. Най-голяма и най-малка стойност 
Най-голямата (НГС) и най-малка стойност (НМС) на функция в затворен ин-

тервал наричаме още абсолютен (глобален) екстремум. Нека при x = c∈[a, b] функ-
цията получава най-малката си стойност, а при x = d∈[a, b] получава най-голямата 

си стойност. Това се записва: )()(min
];[

cfxf
bax

=
∈

 и )()(max
];[

dfxf
bax

=
∈

. Очевидно е 

тогава, че имаме неравенството )()()( dfxfcf ≤≤  и стойностите, които може да 

заема функцията принадлежат на интервала [f (c); f (d)]. 
Нека да имаме функцията y = f(x), която е дефинирана и непрекъсната за всяко 

x∈[a; b]. В зависимост от вида на интервала са възможни следните случаи: 

♦ Функцията няма локален екстремум в този интервал – Тя е или растяща, или 
намаляваща 

o Ако интервалът е отворен от двете страни, то функцията няма най-
голяма и най-малка стойност; 

o Ако интервалът е затворен, намираме f(a) и f(b). Ако f(a) < f(b), то 

[ ]
( ) ( )afxfbfxf

baxbax
==

∈∈ ;];[
min);()(max  

Фиг. 6 

3

π . 

3

π− . 
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♦ Функцията има един локален екстремум в този интервал: 
o Ако този екстремум е max, то той е и най-голямата стойност, т.е. 

max
];[

)(max yxf
bax

=
∈

. Най-малката стойност се определя от интервала: 

Ако той е отворен, функцията няма НМС, ако той е затворен от двете 

страни намираме f(a) и f(b). Ако f(a) < f(b), то 
[ ]

( ) ( )afxf
bax

=
∈ ;
min ; 

o Ако този екстремум е min, то той е и най-малката стойност, т.е. 

min
];[

)(min yxf
bax

=
∈

. Най-голямата стойност се определя от интервала: 

Ако той е отворен, функцията няма НГС, ако той е затворен от двете 

страни намираме f(a) и f(b). Ако f(a) < f(b), то 
[ ]

( ) ( )bfxf
bax

=
∈ ;
max ; 

♦ Функцията има повече от един екстремум в този интервал: 
o Ако интервалът е отворен, то 

( ) ( )
( ) min

,
max

,
min;)(max yxfyxf

baxbax
==

∈∈
; 

o Ако интервалът е затворен от двете страни, намираме ymax, ymin, f(a), 
f(b) и по-голямото от тези числа е НГС, а по-малкото – НМС. 

Може да се разгледат следните начини за намиране на НГС и НМС: 

 

1. Метод на производните 
Зад. 10: y = 3x3 – 9x2 + 2   a) x∈[–1; 1];     б) x∈[– 1; 3]. 

Решение: а) Намираме първата производна f′ = 9x2 – 18x. Намираме критич-
ните точки 9x2 – 18x = 0 ⇔ 9x(x – 2) = 0; x1 = 0, x2 = 2. Второто решение не при-
надлежи на разглеждания интервал [–1; 1], затова функцията евентуално може да 
има екстремум при x1 = 0. Намираме вида на този екстремум като изследваме знака 
на втората производна f′′ = 18x – 18; f′′(0) = 18.0 – 18 = – 18 ⇒ f′′(0) < 0 т.е. при x1 
= 0 функцията има локален максимум. Намираме стойността на този максимум ymax 
= f(0) = 3.0 – 9.0 + 2 = 2. Щом имаме само един локален екстремум, то той е и най-
голямата стойност в този интервал, т.е. 

[ ]
( ) 20max

1;1
==

−∈
fy

x

. За да намерим НМС, нами-

раме стойността на функцията в краищата на затворения интервал f(–1) = 3.(–1)3 – 

9.(–1)2 +2 = – 10; f(1) = 3.13 – 9.12 + 2 = – 4 ⇒ 
[ ]

( ) 101min
1;1

−=−=
−∈

fy
x

 

б) f′ = 9x2 – 18x = 0; x1 = 0, x2 = 2. И двете решения принадлежат на интерва-
ла [– 1; 3]. Намираме втората производна f′′ = 18x – 18 и изследваме знака и в двете 
точки: f′′(0) = 18.0 – 18 = – 18 ⇒ f′′(0) < 0, т.е. при x1 = 0 функцията има локален 
максимум. Намираме стойността му ymax = f(0) = 3.0 – 9.0 + 2 = 2.; f′′(2) = 18.2 – 18 
= 18 ⇒ f′′(2) > 0, т.е. при x1 = 2 функцията има локален минимум. Намираме стой-
ността на този минимум ymin = f(2) = 3.23 – 9.22 + 2 = 24 – 36 + 2 = – 10. Намираме 
стойността на функцията в краищата на интервала f(–1) = 3.(–1)3 – 9.(–1)2 +2 = – 
10; f(3) = 3.33 – 9.32 + 2 = 2. Най-малкото от числата ymax, ymin, f(–1) и f(3) е НМС, а 
най-голямото – НГС: 

[ ]
( ) ( )

[ ]
( ) ( ) 1021min;203max

2;11;1
−==−====

−∈−∈
ffyffy

xx

 

 

Зад. 13: y = (1 + cos x) sin x;  x∈[0; π]. 

Решение: f′ = cos x (1 + cos x) – sin2 x = cos x + cos2 x – sin2 x = cos x + 
cos2 x – (1 – cos2 x) = cos x + cos2 x – 1 + cos2 x = 2cos2 x + cos x – 1 = 0. Пол. 
cos x = t; 2t2 + t – 1 = 0; t1 = – 1, t2 = 0,5. Тогава: 
А) cos x = – 1 ⇔ x = π + 2kπ. Разглеждаме интервала [0; π] затова x1 = π. 
В) πππα kxx 2

3
;

32

1
cos +±==→= . Разглеждаме интервала [0; π] затова 

32

π=x  

f′′ = – 4cos x.sin x – sin x. f′′(π) = – 4.1.0 – 0 = 0, т.е. точката x1 = π от гра-
фиката на дадената функция е инфлексна и няма екстремум, а графиката само пре-
минава от вдлъбната в изпъкнала (или обратно). Изследваме в другата точка 

0
2

33

2

3

2

3
.

2

1
.4

3
sin

3
sin

3
cos4

3
<−=−−=−−=







′′ ππππ
f  следователно при 

3

π=x  функ-

цията има max. ( ) ( ) 00;
4

33

2

3
.

2

1
1

3
sin

3
cos1

3max ===






 +=






 +=






= fffy ππππ . Сле-

дователно 
[ ] [ ]

( ) 00min;
4

33
max

;0
max

;0
====

∈∈
fyyy

xx ππ
 

2. Метод на растяща и намаляваща функция 

Условието на всички следващи задачи е: Намерете най-малката 
и най-голяма стойност на функциите в зададения интервал. 

Бележка: 

Ако в Зад. 11 изследвахме в отворен интервал отдясно, т.е x∈[–2; 3), 
то функцията y няма да има най-голяма стойност, тъй като има стой-
ности, произволно близки до 18 

Бележка: 
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Зад. 15: 
22 2

5

1
−−








=
xx

y  

Решение: Д.М.: ∀x следователно изследваме функцията y в този интервал. По-

лагаме g(x) = 2x – x2 – 2. Дадената задача изглежда така: 
( )xg

y 






=
5

1 . Щом основата 

е по-малка от 1, то функцията y е намаляваща. Прилагаме Свойство 3 (2) на показа-

телна функция и получаваме 

( )

( )




















=








=

∀

∀

∀

∀

xg

x

xg

x

x

x

y

y

max

min

5

1
min

5

1
max

. Следователно първо трябва да на-

мерим най-голямата и най-малка стойност на функцията g(x) за ∀x. g′ = 2 – 2x = 0 
⇔ x = 1. В тази точка функцията g(x) има екстремум. За да определим вида на екст-
ремума, намираме втората производна g′′ = – 2 < 0. Следователно в точката x = 1 
функцията g(x) има max, като gmax = g(1) = 2.1 – 12 – 2 = – 1, тогава 

( )

5
5

1

5

1
min

1

=






=






=
−

∀

∀
xgnax

x

x

y . Функцията y няма най-голяма стойност. 

3. Метод на субституцията (въвеждане на ново неиз-
вестно) 

Зад. 17: 







∈++=
3

;0;32sin24cos
π

xxxy  

Решение: Преобразуваме условието с помощта на формула (34) от Тригоно-
метрични формули. y = 1 – 2sin22x +2sin2x + 3 = – 2sin22x +2sin2x + 4. Полага-
ме g(t) = sin2x = t и получаваме нова функция f(t) = – 2t2 + 
2t + 4. За да намерим интервала, в който се променя t, т.е. 
Д.М.t , трябва да изследваме за най-голяма стойност и най-

малка стойност на функцията g(t) при 







∈
3

;0
π

x : 

ππππ
kxkxxg

2

1

42
202cos2 +=⇔+=⇒==′ . Намираме 

съответните ъгли: 

( ) ( )

( ) ( ) .
4

7
3;

4

5
2

;
4

3
1;

4
0

32

10

ππ

ππ

=→==→=

=→==→=

xAимамеkПриxAимамеkПри

xAимамеkПриxAимамеkПри  и ги нанасяме върху три-

гонометричната окръжност (Фиг. 7). В дадения интервал 







∈
3

;0
π

x  са само решения-

та А0. Определяме екстремума в тази точка 

( )

( ) [ ]1;000min;1
4
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2

3

3

2
sin

3

;00;1
4

2
sin

4
01.4

4

2
sin.4

4
;2sin4

3
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

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
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
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
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



∈






∈

tggggg

ggggxg

xx
ππ
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ππππ
 

Сега намираме най-голямата и най-малката стойност на функцията f(t) в ин-
тервала t∈[0; 1]. 

( ) ( ) ( )

( ) ( )
[ ]

( )

[ ]
( ) ( ) ( )

[ ]
( )

[ ]
( ) 4minmin;

2
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
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∈

∈
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4. Метод на използване апарата на квадратното урав-
нение 

Зад. 18: 
1

1
2

2

++
+−=

xx

xx
y  

Решение: Не е даден интервала, в който ще изследваме, затова изследваме в 
Д.М. на дадената функция. Д.М.y: x

2 + x + 1 ≠ 0; D < 0 следователно изследваме 
функцията y за ∀x. Приемаме y за параметър и търсим за кои стойности на параме-
търа полученото параметрично уравнение има реални корени. Привеждаме уравне-
нието под общ знаменател и преобразуваме: y(x2 + x + 1) = x2 – x + 1 ⇔ yx2 + yx + y 
– x2 + x – 1 = 0 ⇔ f(x) = (y – 1)x2 + (y + 1)x + y – 1 = 0. Това уравнение има реални 
корени ако: 
А) y – 1 = 0 ⇔ y = 1. Тогава f(x) = 0x2 + (1 + 1)x + 1 – 1 = 0 ⇔ x = 0 ∈ Д.М.x (кое-
то е ∀x). Следователно y = 1 е решение. 
В) y – 1 ≠ 0 ⇔ y ≠ 1. Тогава f(x) е квадратно уравнение, което има реални корени, 

x 

Фиг.7 

A0 

A3 

y 

A2 

A1 
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ако дискриминантата му е по-голяма или равна на 0, т.е. D = (y + 1)2 – 4(y – 1)(y – 
1) = y2 + 2y + 1 – 4y2 + 8y – 4 = – 3y2 + 10y – 3 ≥ 0 | .(–1) ⇔ 3y2 – 10y + 3 ≤ 0 ⇔ 








∈ 3;
3

1
y . Но разглеждаме случая, когато y ≠ 1, тогава ( ]3;11;

3

1 ∪






∈y  

От А) и В) следва, че 
3

1
min;3max3;

3

1 ==⇒






∈
∀∀

yyy
xx

.  

5. Метод на сбор от неотрицателни числа 

 

Неравенствата (1) и (2) се наричат неравенство на Коши. Те могат да се изпол-
зват за намиране на най-голяма и най-малка стойност на функция, която е сбор от 
неотрицателни числа. Това става по следните начини: 

1) Ако a≥0 и b≥0 са променливи неотрицателни числа, но тяхната сума не 

се променя (т.е. a + b = k = const), тогава от (1) следва ( ) baba ≥+ 2

4

1 , т.е произведе-

нието a.b има най-голяма стойност 2

4

1
k , която се получава при a = b. 

2) Ако a≥0 и b≥0 са променливи неотрицателни числа, но тяхното произ-

ведение не се променя (т.е. a.b = k = const), тогава от (1) следва baba .2≥+  т.е 

сумата a + b има най-малка стойност k2 , която се получава при a = b. 

 

Зад. 19: y = 3x – 1 + 3– x – 1 

Решение: Д.М.: ∀x. Преобразуваме 






 +=+=+= −−−
x

x
x

x
xxy

3

1
3

3

1

3.3

1

3

3
3333 11 . По-

лагаме 3x = t > 0 и получаваме ( ) 






 +=
t

tty
1

3

1 . Функцията y(t) е сбор от две неотрица-

телни числа a = t и 
t

b
1= . Затова можем да използваме неравенството на Коши (1). 

( )
3

21

3

1
;2

1
12

11
.2

1
2 ≥







 +=≥+⇔≥+⇔≥+⇒≥+
t

tty
t

t
t

t
t

t
t

tbaba . От Определе-

нието следва, че най-малката стойност на y е 
3

2  и тя се постига при a = b, т.е. 

tt МДtМДtt
t

t ..1,..11
1

21
2 ∈=∉−=⇒=⇔= . Следователно ( )

3

2
1min ==

∀
yy

x

, а няма 

най-голяма стойност. 

 

VII. Доказване на неравенства 

Средно аритметично на две неотрицателни числа a ≥ 0 и b ≥ 0 е по-
голямо или равно на средно геометричното им, т.е. ab

ba ≥+
2

 (1) 

като равенството се постига при a = b. 
Аналогично неравенство е вярно и за краен брои неотрицателни числа 
a1, a2, …, an, т.е. n

n
n aaa

n

aaa
…

…

21
21 ≥+++  (2) 

където равенството се достига при a1 = a2 = …=an. 

Определение: 

Ако при търсенето на абсолютни екстремуми на някаква функция f(x), която е 
дефинирана в интервала [a; b] с използване на неравенството на Коши, сме 
получили, че равенството се постига при x = c ∉ [a; b], това показва, че пър-
вата производна не се анулира в интервала [a; b], т.е. функцията f(x) е или 
растяща, или намаляваща в този интервал. Тогава най-малката и най-голямата 
стойност на f(x) се получават в краищата на интервала, т.е. при x = a и x = b. 

Бележка: 

Аналогични на горните разсъждения са в сила и за произволен брои не-
отрицателни числа. 

Произведението a.b.c има най-голяма стойност 
3

3







 k  при a = b = c. 

Сборът на a+b+c има най-малка стойност 33 k  при a = b = c. 

Произведението a.b.c.d има най-голяма стойност 
4

4







 k  при a = b = c = d. 

Сборът на a+b+c+d има най-малка стойност 44 k  при a = b = c = d. 

Бележка: 
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Зад. 20: Дадени са функциите ( ) ( ) ( )
25183

3 2

2

2

1
;2332

+−








=−−+=
xx

xgxxxf . 

 а) Да се докаже, че g(x)≤4 за всяка реална стойност на x. 

 б) Да се намери най-голямата и най-малка стойност на f(x) за x∈[1; 4]. 

 в) Да се реши уравнението f(x) = g(x) за x∈[1; 4]. (ЛТУ, 2001) 

Решение: а) За да докажем неравенството g(x)≤4, трябва да докажем, че функ-
цията g(x)има най-голяма стойност 4. За целта полагаме ( ) 25183 2 +−= xxxϕ  и полу-

чаваме ( )
( )x

xg
ϕ








=
2

1 . Тази показателна функция е намаляваща (защото основата и е 

по-малка от 1). От Свойство 3 (2) можем да запишем 
( )

x
x

x
g

∀








=
∀

ϕmin

2

1
max , т.е дос-

татъчно е да намерим най-малката стойност на φ(x). Функцията φ(x) е квадратна и 
параболата и е с върха надолу (защото коефициента пред най-високата степен на 
неизвестното е положителен). Знаем, че в такъв случай min е в точка 

a

b
x

2
−= . В 

нашия случай това е x = 3. Тогава φmin = φ(3) = 3.32 – 18.3 +25 = – 2 т.е. 

( ) 23min min −===
∀

ϕϕϕ
x

. И сега 42
2

1
max 2

2

==






=
−

∀
g

x

. С това доказахме, че g(x)≤4 за 

всяка стойност на x. 
б) Д.М.: ∀x. Представяме корена като степен и намираме първа производна 

( ) ( )
3

1
3

2

3

2
21.3.

3

2
.32

x
xf

−
−=−−+=′

− . Тази производна не е дефинирана при x = 3 

(рогова точка). Това е едната критична точка. Решавайки неравенството f′(x) ≥ 0 
обединяваме стъпките за намиране на интервалите, в които функцията расте и точ-
ките, в които тя има локален екстремум 

( ] ( )∞+∪∞−∈⇒














>⇔
≥
>

⇔
≤−−

<−

≤⇔
≤
<

⇔
≥−

<
⇔

≥−

>−
⇔

≥−−

>−

≥
−

−−⇔≥
−

−⇔≥
−

−

;32;

3
2

3

013

03
)

2
2

3

13

3

13

03

013

03
)

0
3

13
0

3

1
12.|0

3

2
2

3

3

33

3

3

3

3

x

x
x

x

x

x
B

x
x

x

x

x

x

x

x

x
A

x

x

xx
 

Но ние изследваме в интервала x∈[1; 4], следователно функцията f(x) расте 

при x∈[1; 2] ∪(3; 4], а при x∈(2; 3) функцията f(x) намалява. Резултатите от това 
изследване показваме в долната таблица. 

 1 2 3 4 
f′ (x) + 0      –   |    +  
f (x) 

   
 

От таблицата се вижда, че функцията f(x) има max при x = 2 ( при x = 3 няма 
min защото f′ (x) не е дефинирана). Намираме стойността на функцията в двете кри-
тични точки и в краищата на интервала  

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) 924334.24;423333.23

522332.22;4321331.21

3 23 2

3 233 2

=−−+==−−+=

=−−+==−−+=

ff

ff  

Тогава ( ) ( ) 43min;94max ====
∀∀

ffff
xx

 

в) Решаваме уравнението f(x) = g(x) графично. В б) доказахме, че най-малката 
стойност на f(x) е 4 т.е. f(x) ≥ 4, а в а) доказахме, че най-голямата стойност на g(x) е 
също 4 т.е. g(x) ≤ 4. Затова можем да запишем g(x) ≤ 4 ≤ f(x) за всяко x. Знаем, че f(x) 
достига най-малката си стойност 4 при x = 3. Очевидно при x = 3 имаме f(3) = g(3) 
= 4, а при x ≠ 3 получаваме g(x) < 4 < f(x). Тогава уравнението f(x) = g(x) има едно 
единствено решение x = 3 . 

VIII. Графично решаване на уравнение 
Зад. 22: Дадени са функцията ( ) 141057632 222 +++++++= xxxxxxxf . 

 а) Да се реши уравнението ( ) 147 +=xf . (СУ, 2003) 

Решение: а) Уравнението преобразуваме по следния начин  

( ) ( ) 14714257232 222 +=+++++++ xxxxxx     (А). Полагаме y = x2 +2x   (В). и 

получаваме уравнението 14714573 +=++++ yyy   (С). Очевидно дясната 

страна на това уравнение е число, а лявата страна означаваме с 
( ) 14573 ++++= yyyyg . За да решим уравнение (С), трябва да намерим точката, в 

която функцията g(y) се пресича с числото 147 + . Изследваме (В), за да намерим 
най-малката и най-голямата стойност на y. Намираме y′ = 2x + 2 = 0 ⇒ x = – 1; y′′ = 
2 > 0 следователно при x = – 1 имаме min и ymin = y(– 1) = – 1. Сега изследваме 
функцията g(y) в интервала y∈[– 1; + ∞]: 

145

5

73

3
1

+
+

+
+=′

yy
g . Второто и трето-

то число са положителни (защото коренът в знаменателя е 
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винаги положителен). Затова можем да запишем g′ > 0 за ∀y, т.е. функцията g(y) в 
интервала y∈[– 1; + ∞] е само растяща. Следователно уравнение (С) ще има само 
едно решение. С непосредствена проверка се вижда, че единственото решение е y = 
0. Заместваме в (В) x2 +2x = 0 ⇔ x1 = 0, x2 = – 2. Това са и решенията на уравнение 
(А), т.е. на даденото уравнение. 

IX. Определяне броя на корените и разположението 
им върху числовата ос 

В зад. 22 показахме, че ако една функция f(x) е растяща в даден интервал, тя 
има само един корен. Може да се изведе правило за определяне броя на корените на 
уравнение f(x) = 0. 

 

Зад. 23: Да се определят броят и разположението на корените на уравнението: 
 а) 2x3 – 9x2 +12x – 6 = 0; 
 б) x4 – 6x3 +12x2 – 12x + 7 = 0 

Решение: а) Означаваме лявата страна с функцията f(x) = 2x3 – 9x2 +12x – 6  
1) Разделяме ДМ на интервали, в които f(x) е монотонна, т.е. решаваме уравнението 
f′(x) = 6x2 – 18x + 12 = 0 ⇔ x1 = 2, x2 = 1. Тези точки разделят ДМ на интервалите 
(– ∞; 1), (1; 2), (2; +∞), в които f′(x) има постоянен знак, т.е. f(x) е монотонна.  
2) Определяме знака на f(x) в краищата на всеки от горните интервали.  

За интервала (– ∞; 1) имаме 

( ) ∞−=∞−=






 −+−=−+−
∞−→∞−→∞−→

2.
6129

2lim.lim61292lim
32

323

xxx
xxxx

xxx

 и f(1) = 2.13 – 9.12 + 

12.1 – 6 = – 1, следователно в краищата на интервала (– ∞; 1) функцията има ед-
накви знаци т.е. уравнението f(x) = 0 няма корени в този интервал.  

За интервала (1; 2) имаме f(1) = 2.13 – 9.12 + 12.1 – 6 = – 1 и f(2) = 2.23 – 
9.22 + 12.2 – 6 = – 2, следователно в краищата на интервала (1; 2) функцията има 
еднакви знаци т.е. уравнението f(x) = 0 няма корени в този интервал. 

За интервала (2; +∞) имаме f(2) = – 2 и 

( ) ∞=∞=






 −+−=−+−
∞→∞→∞→

2.
6129

2lim.lim61292lim
32

323

xxx
xxxx

xxx

, следователно в краищата на 

интервала (2; +∞) функцията има различни знаци, т.е. уравнението f(x) = 0 има точ-
но един корен в този интервал.  

Окончателно получаваме, че уравнението f(x) = 2x3 – 9x2 +12x – 6 = 0 има 
един корен x0. Можем да определим дори между кои цели числа е този корен. Знаем, 
че f(2) = – 2 < 0. Намираме f(3) = 3 > 0. Затова корена на даденото уравнение се 
намира между числата 2 и 3 т.е. 2 < x0 < 3. 

б) Означаваме лявата страна с функцията f(x) = x4 – 6x3 +12x2 – 12x + 7 
1) Намираме първата производна f′(x) = 4x3 – 18x2 + 24x – 12 = 2(2x3 – 9x2 +12x – 
6) = 0. Не можем директно да решим това уравнение. Затова израза в скобите озна-
чаваме с функцията g(x) = 2x3 – 9x2 +12x – 6. Тогава можем да запишем f′(x) = 
2g(x) = 0. В а) доказахме, че функцията g(x) има един корен, следователно уравне-
нието f′(x) = 2g(x) = 0 ще има само един корен. Нека този корен да означим с x0. 
Щом производната f′(x) се нулира при x0, то в интервалите (– ∞; x0) и (x0; +∞) функ-
цията f(x) е монотонна.  
2) Определяме какъв е знакът на функцията f(x) в краищата на всеки интервал 

( ) ∞+=∞+=






 +−+−=+−+−
∞±→∞±→∞±→

1.
712126

1lim.lim712126lim
432

4234

xxxx
xxxxx

xxx

. Знаем от а), 

че корена x0 се намира между 2<x0<3. Затова намираме f(2) = 24 – 6.23 +12.22 – 
12.2 + 7 = – 1 < 0 и f(3) = 34 – 6.33 +12.32 – 12.3 + 7 = – 2 < 0, т.е. показахме, че в 
краищата на двата интервала (– ∞; x0) и (x0; +∞) функцията f(x) има различни знаци. 
Затова даденото уравнение има по едно решение във всеки интервал, т.е. уравнение-
то има два корена x1∈(– ∞; x0) и x2∈(x0; +∞). Можем да определим дори между кои 
цели числа са тези корени, като изчислим f(1) = 2, f(2) = – 1, f(3) = – 1 , f(4) = 23. 
Тогава записваме x1∈(1; 2) и x2∈(3; 4). 

Задачи за упражнение: 

Следват задачи групирани по сложност. Част от тях са давани на 
конкурсни изпити или на матури. 

За съжаление те са авторски и не се разпространяват свободно. 
Използват се за подготовка на кандидатстуденти с учител от Учебен 

♦ Разделяме Д.М. на интервали, в които функцията f(x) e монотонна. 
♦ Определяме знака на f(x) в краищата на всеки интервал, в който тя е 

монотонна. Ако интервалът е отворен, пресмятаме границата в краи-
щата на интервала. 

♦ Определяме броя на корените във всеки от разглежданите интервали: 
o ако знаците в края на интервала са еднакви, в него уравнението 

няма корени; 
o ако знаците са различни, то уравнението има точно един корен в 

този интервал. 

Правило: 
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