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Права и равнина 
1. Равнина – Три точки А, В,С, които не лежат на една права, определят една 

равнина α. 
2. Точно една равнина минава през: 

� права и точка, не лежаща на правата. 
� две пресичащи се прави. 
� две успоредни прави. 

Взаимни положения 

А) Две прави в пространството 

3. Успоредни – когато лежат в една равнина и нямат обща точка. 
4. Пресичащи се – когато лежат в една равнина и имат една обща точка. 
5. Кръстосани – когато през тях не минава нито една равнина. 

I. Успоредни прави 
6. Ако една от две успоредни прави 

пресича равнина, то и другата 
права пресича равнината (Фиг. 1) 

7. Ако две пресичащи се равнини    
α и β (Фиг. 2) минават съответно 
през успоредните прави a и b, то 
пресечницата им c е успоредна на 
a и b. 

8. Ако a � b и b � c ,то a � c (Фиг. 3). 

II. Ъгъл между кръстосани прави 
9. Ъгъл между кръстосаните прави – Нека a и b 

са кръстосани прави (Фиг. 4) и нека a � a1 и b � 

b1, като a1 и b1 се пресичат, то ъгъл φ между 
правите a1 и b1 се нарича ъгъл между кръстосаните прави a и b. 

10. Ъгълът φ (Фиг. 5) между кръстосаните прави a и b не зависи от избора на 
пресекателните прави a1 и b1. 

11. Трансквезала на кръстосани прави – Всяка права, която пресича две кръс-
тосани прави. 

12. Ос на две кръстосани прави – Права, която 
пресича всяка от кръстосаните прави и е 
перпендикулярна на всяка от тях (на Фиг.6 
правата g е ос на кръстосаните прави AB и 
СD). 
12.1. Две кръстосани прави имат точно ед-

на ос. 
13. Ос-отсечка на две кръстосани прави – От-

сечка с краища – пресечните точки на две-
те кръстосани прави с тяхната ос (на Фиг. 
6 отсечката MN е ос отсечка на кръстоса-
ните прави AB и СD). 
13.1. Дължината на оста-отсечка на две 

кръстосани прави е най-късото разс-
тояние между тях. 

 

III. Перпендикулярни прави 
14. Две прави са перпендикулярни, ако: 

� ъгълът между тях е прав (при пресекателни прави); 
� са успоредни съответно на две пресичащи се перпендикулярни прави 

(при кръстосани прави). 
14.1. Ако две прави, например АВ и А1В1 от Фиг. 27, лежат в една равнина 

и са перпендикулярни на трета права, например: CD от Фиг. 27, коя-
то може и да е извън тази равнина, то правите са успоредни, т.е.     

AB � A1B1. 

Най-късото разстояние между две прави е разсто-
янието от едната права до равнината, която минава 
през другата права и е успоредна на първата. 

Бележка: 
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Б) Права и равнина в пространството 

I. Успоредни 
15. Права и равнина, които нямат обща точка се наричат успоредни. 

16. Ако правата b е успоредна на някоя права a от дадена равнина α, то b � α 

(Фиг. 2) и обратно: Ако b � α, то в равнина α има права успоредна на да-

дената 

16.1. Ако b � α, то b е успоредна и на пресечницата c на тази равнина с 

всяка равнина (например β), която минава през b (Фиг. 2). 
17. Ако една права е успоредна едновременно на две пресичащи се равнини, 

то тя е успоредна и на пресечницата им (Фиг. 2). 

II. Перпендикулярни 
18. Права и равнина са перпендикулярни, ако 

правата е перпендикулярна на всички прави в 
равнината и обратно. 

19. Ако права a е перпендикулярна на две пре-
сичащи се прави b и c от една равнина α, то 
правата a е перпендикулярна на равнината α 
(Фиг. 7 а). 
19.1. Ако права a е перпендикулярна на рав-

нина α, то права b � a, също е перпен-

дикулярна на α. 
20. Симетрична (симетрална) равнина на от-

сечка – Равнина, която минава през сре-
дата и е перпендикулярна на отсечката 
(Фиг. 7 б). 
20.1. Всяка точка от симетричната рав-

нина е равноотдалечена от краища-
та на отсечката. 

 

В) Две равнини в пространството 

I. Успоредност 
21. Ако две пресичащи се прави от една равнина са 

съответно успоредни на две пресичащи се прави 
от друга равнина, то двете равнини са успоредни. 

22. Пресечниците на две успоредни равнини α и β с 
трета равнина γ са успоредни помежду си     
(Фиг. 8). 

23. Две успоредни равнини α и β (Фиг. 8), отсичат от 
две успоредни прави c и d равни отсечки        
(AD = BC). 

24. Ако две пресичащи се в точка O прави d и g са 
пресечени с две успоредни равнини α и β съот-
ветно в точките C и B, E и F, то 

OB

CO

OF

EO =     

(Фиг. 8). 

II. Перпендикулярност 
25. Две равнини са перпендикулярни, ако едната от тях 

съдържа права, перпендикулярна на другата равнина 
(Фиг. 10). 

26. Ако две пресекателни равнини α и β (Фиг. 9) са 
перпендикулярни на трета равнина γ, то и пресечни-
цата им a е перпендикулярна на γ (и обратното). 

27. Ако две равнини са перпендикулярни на една и съ-
ща права, то те са успоредни помежду си (и обрат-
ното). 

28. Ако две равнини α и β (Фиг. 10) са перпендикуляр-
ни, то всяка права a, която лежи в едната от тях и е 
перпендикулярна на пресечницата им b, е перпенди-
кулярна и на другата равнина (и обратно). 
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Проектиране и ъгли в пространството 

А) Успоредно проектиране 
Нека са дадени равнината α и правата l, която я пресича (Фиг. 11). През произ-

волна точка A от пространството построяваме: 
� Единствената права g успоредна на l и минаваща през α; 
� Пробода A1 , на правата g с α. 

29. Проектиращо направление – Правата l определя проектиращото направле-
ние, т.е. всяка права успоредна на l, заедно с l, се нарича направление на 
правата l. 

30. Проектираща равнина – Равнината α, върху която се проектира точката. 
31. Проекционна права – Правата g успоредна на проектиращото направление 

и минаваща през точката .А. 
32. Успоредно проектиране – Изображението, при което на всяка точка А се 

съпоставя нейната проекция (изображение) A1 върху равнината α по даде-
но направление. 

33. Успоредна проекция – образът на фигурата при успоредната проекция. 
34. Свойства на успоредната проекция: 

34.1. Успоредната проекция на права g, която не е от 
проектиращото направление l е права върху рав-
нината α (Фиг. 12). 

34.2. Успоредната проекция на права n, която е от про-
ектиращото направление l е точка – пободната 
точка (Фиг. 12). 

34.3. Всяка права от проекционната равнина съвпада с проекцията си. 
34.4. Всяка права успоредна на проекционната равнина съвпада с проек-

цията си. 
34.5. Две успоредни прави, които не принадлежат на проекционното нап-

равление l, са успоредни прави. 
34.6. Отношението на две отсечки от една 

права (или успоредни на права), които 
не са от проекционното направление е 
равно на отношението на успоредните 
им проекции, т.е. 

11

11

DC

BA

CD

AB =  (Фиг. 13). 

34.7. Средата на една отсечка се проектира в 
средата на проекцията си. 

34.8. Нека правите a и b са успоредни на проекционната равнина α, то 
ъгълът, определен от тях е равен на ъгъла, определен от проекциите 
им. 

Б) Ортогонално проектиране и наклонена 
35. Ортогонално проектиране – Успоредно проектиране, при което проекци-

онното направление е перпендикулярно на проекционната равнина. 

 

36. Теорема за трите перпендикуляра – Една права a от дадена равнина α е 
перпендикулярна на права b, която е наклонена на α, тогава и само тогава, 
когато е перпендикулярна на ортогоналната и проекция b1, т.е. a ⊥ b ⇔   
a ⊥ b1 (Фиг. 14). 

37. Перпендикуляр и наклонена – Нека точка A е извън рав-
нината α, то отсечката свързваща A с ортогоналната и 
проекция в α, се нарича перпендикуляр A от към α. От-
сечките свързващи A с други точки от α, се наричат нак-
лонени към α.  

Например: Височината на пирамида с връх S е пер-
пендикулярът от S към основата, а околните и ръбове – 
наклонени към равнината на основата. 
37.1. При дадена равнина α и точка A ∉ α, перпендикулярът от A към α е 

по-малък от наклонената, т.е. AA1 < AB (Фиг. 15). 
37.2. Ако AA1 и AB са перпендику-

ляр и наклонена от А към α, 
то AB2 = AA1

2 + A1B
2 

(Фиг.15). 
37.3. Ако две наклонени (AB и AC) 

свързват една и съща точка A 
с ранината α (Фиг. 15), то: 

37.3.1 Наклонените са равни 
тогава и само тогава, 
когато са равни проек-
циите им в равнината α; 

37.3.2 По-голяма наклонена има по-голяма проекция в равнината α; 

Бележка: 

Всички свойства на успоредното проектиране се запазват и при 
ортогоналното проектиране. 
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37.3.3 Наклонените са равни точно тогава, когато сключват равни 

ъгли (∢ φ = ∢ δ) с проекциите си в равнината α; 

37.3.4 По-голяма наклонена сключва по-малък ъгъл с проекцията си 

в равнината α, т.е. AB > AC, ако ∢ φ < ∢ δ. 

В) Разстояния в пространството 
38. Разстояние от точка до права – Разстоянието от точка A до правата a е 

най-малкото измежду разстоянията от A до всички точки от правата a. 

 

39. Разстояние от точка до равнина – То е равно на дължината на перпенди-
куляра, спуснат от точката до равнината. 

40. Разстояние между равнина и успоредна на нея права – Това е разстояние-
то от правата до нейната ортогонална проекция в равнината. Това разсто-
яние е най-малкото между точките от правата и равнината. 

41. Разстояние между успоредни равнини – Това е 
разстоянието от произволна точка от едната рав-
нина до другата равнина. Това разстояние е равно 
на разстоянието между точката от едната равнина 
и проекцията и в другата равнина. 

42. Разстояние между кръстосани прави: 
42.1. Ако две прави са кръстосани, през едната 

минава точно една равнина, успоредна на 
другата. Разстоянието между кръстосаните 
прави е равно на разстоянието (дължината 
на перпендикуляра) от едната права до ус-
поредната и равнина, минаваща през друга-
та права. 

42.2. Разстоянието между кръстосаните прави е 
дължината на тяхната ос-отсечка. 

42.3. Ако две прави са кръстосани, съществува една двойка, успоредни 
равнини, които ги съдържа. Разстоянието между правите е равно на 
разстоянието между равнините. 

Г) Ъгли в пространството 
43. Ъгъл между две прави – Ъгълът φ между пресичащи се успоредни прави 

на дадените (Фиг.16 а). 

44. Нека ∢BAC лежи в равнината α. Ако права AA1 (Фиг. 16 б)) минава през 

върха A на ∢BAC и сключва равни ъгли с раменете му ∢A1AC = ∢A1AB, 

то проекцията AO на правата върху равнината α на ъгъла съвпада с ъгло-

половящата на ∢BAC. (виж 1) 

45. Ъгъл между права и равнина – Ъгълът между правата и ортогоналната и 
проекция в равнината. 
45.1. От всички ъгли, които една права сключва с правите от дадена рав-

нина, най-малък е ъгълът, който тя образува с ортогоналната си про-
екция. 

46. Ъгъл между две равнини: 

46.1. Двустенен ъгъл – Фигурата ∢ (λ, µ) образувана от две полуравнини λ 

и µ с общ контур. (Фиг. 17). Общия контур се нарича – ръб, а полу-
равнините – стени на ъгъла. 

46.1.1 Линеен ъгъл на двустенен ъгъл – Ако от произволна точка O 
от ръба на двустенен ъгъл издигнем 
перпендикуляри On→ и Om→ 

съответ-
но в стените λ и µ, то получения ъгъл 

∢ (mOn) се нарича линеен ъгъл на 

двустенния (Фиг. 17), т.е. линеен ъгъл 
е ъгъл, който се получава от пресича-
нето на двустенен ъгъл с равнина пер-
пендикулярна на ръба му. Всички ли-
нейни ъгли на един двустенен ъгъл, са 
равни. 

46.1.2 Две пресекателни равнини са перпен-
дикулярни, ако те образуват равни 
двустенни ъгли. 

46.1.3 Ъгъл между две пресекателни равни-
ни, които не са перпендикулярни, се 
нарича по-малкият от двустенните ъг-
ли образувани от равнините. 

Правило за намиране на разстояние между точка и права : 

1. Построяваме равнина съдържаща точката и правата; 
2. Намираме най-малкото разстояние от точката до правата в равнината. 

Фиг. 17 

λ 

µ 

n→ 

m→ 

O 

λ 

µ 
m→ 

δ 

n→ 

l→ 

Фиг. 18 

b1 

a b 

φ 

a1 

a) 

Фиг. 16 

б) 

α 
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C 
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46.1.4 Ъглополовяща на двустенен ъгъл – Полуравнината δ, която 
минава през пресечницата на две полуравнини λ и µ и сключва 
с тях равни остри 
двустенни ъгли 
(Фиг. 18). 
46.1.4.1 Всяка точка 

от ъглополо-
вящата на 
двустенен 
ъгъл е равно-
отдалечена 
от стените на 
двустенния 
ъгъл. 

46.1.5 Връзка между лица на многоъгълник и проекцията му върху 
равнината – Нека две равнини α и β образуват двустенен ъгъл 
φ (Фиг. 19). За лицето S на многоъгълник от едната равнина и 
лицето S1 на проекцията на този многоъгълник върху другата 
равнина е в сила равенството S1 = S cos φ (Фиг. 19). 

46.2. Тристенен ъгъл – Фигурата, която се получава, ако през дадена точка 
O, наречена връх прекараме три равнини λ = (OAC), µ = (OAB) и ρ = 
(OBC) , като всяка две от тях се пресичат в една права (Фиг. 20). 
Точката O се нарича връх, лъчите OA→, OB→ и OC→ – ръбове, ъгли-

те α = ∢AOC, β = ∢AOB и γ = ∢BOC – ръбни ъгли, двустенните ъг-

ли β1 = ∢ (λ, µ), γ1 = ∢ (λ, ρ) и       

α1 = ∢ (µ, ρ) – двустенни ъгли на 

тристенния ъгъл. 
46.2.1 За ръбните ъгли на всеки 

тристенен ъгъл имаме нера-
венството α + β + γ < 3600. 

46.2.2 Сборът на всеки два ръбни 
ъгли е по-голям от третия ръ-
бен ъгъл, т.е. α + β > γ. 

46.2.3 Теорема за трите косинуса – Нека едното рамо на ъгъл γ = 
∢AOB лежи в равнината λ (или е успоредно на нея), а другото 

рамо AO е наклонено спрямо същата равнина (Фиг. 21), като 

ортогоналната му проекция е A1O. Тогава cos γ = cos α cos β, 

където α = ∢ BOA1, β = ∢ AOA1. 

 

46.2.3.1 Следствие: Ако едното рамо на даден остър ъгъл γ е 
успоредно или лежи на дадена равнина λ (фиг. 21), а 
другото му рамо пробожда тази равнината, то за проек-
цията β на ъгъла γ върху равнината е изпълнено нера-
венството α < γ (виж 29). 

46.2.4 Нека да имаме тристенният ъгъл при върха A1 на правилна n-
ъгълна пирамида (Фиг. 22) и нека да имаме следните означе-
ния: α – Равните ръбни ъгли между околния ръб A1S и основ-
ните ръбове A1An и A1A2; ε –  Двустенния ъгъл между две съ-
седни околни стени; ω – Между два съседни околни ръба; φ – 
между околен ръб и основата; θ – Равните  двустенни ъгли 
при основните ръбове (между основата и околната стена). То-
гава са изпълнени равенствата (виж 2). 

(1): cos θ = cotg α cotg 
n

0180 ; (2): sin α sin 
2

ε  = cos 
n

0180 ; (3): cos 
2

ε =sin θ sin
n

0180  

(4): sin φ = cotg 
2

ε  cotg 
n

0180 ; (5): cos α = cos φ sin 
n

0180 ; (6): tg φ = tg θ cos 
n

0180 ; 

(7): cos θ = tg 
2

ω  cotg 
n

0180 ; (8): cos 
2

ω  sin 
2

ε =cos 
n

0180 ; (9): sin 
2

ω =cos φ sin
n

0180 ; 

(10): ω + 2α = 1800. 

Фиг. 21 
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46.2.5 Първа косиносова теорема за тристенен ъгъл – Косинусите на 
двустенните ъгли на тристенен ъгъл се изразяват чрез ръбните 
му ъгли чрез формулите (Фиг. 20): 

cos γ1 = 
γα

γαβ
sinsin

coscoscos − ; cos β1 = 
αβ

βαγ
sinsin

coscoscos − ; cos α1 = 
γβ

βγα
sinsin

coscoscos − . 

46.2.6 Втора косинусова теорема за тристенен ъгъл – Косинусите на 
ръбните ъгли на тристенен ъгъл се изразяват чрез двустенните 
му ъгли чрез формулите (Фиг. 20): 

cos γ = 
11

111

sinsin

coscoscos

γα
γαβ + ; cos β = 

11

111

sinsin

coscoscos

αβ
βαγ + ; cos α = 

11

111

sinsin

coscoscos

γβ
βγα + . 

46.2.7 Първа синусова теорема за тристенен ъгъл – Синусите на 
двустенните ъгли на тристенен ъгъл се изразяват чрез ръбните 
му ъгли чрез формулите (Фиг. 20): 

( )
γβα

γβαγβα
α
α

γ
β

β
γ

sinsinsin

coscoscos2coscoscos1

sin

sin

sin

sin

sin

sin 222
111 +++−

=== . 

46.2.8 Втора синусова теорема за тристенен ъгъл – Синусите на 
ръбните ъгли на тристенен ъгъл се изразяват чрез двустенните 
му ъгли чрез формулите (Фиг. 20): 

( )
111

1111
2

1
2

1
2

111 sinsinsin

coscoscos2coscoscos1

sin

sin

sin

sin

sin

sin

γβα
γβαγβα

α
α

β
γ

γ
β −++−

=== . 

46.2.9 Херонова формула 
(1): 1 – (cos2 α + cos2 β + cos2 γ) + 2 cos α cos β cos γ = 

2
sin

2
sin

2
sin

2
sin4

γβαγβαγβαγβα −++−++−++ . 

(2): – 1 + cos2 α1 + cos2 β1 + cos2 γ1 + 2 cos α1 cos β1 cos γ1 = 

2
sin

2
sin

2
sin

2
sin4 111111111111 γβαγβαγβαγβα −++−++−++ . 

Ръбести тела 

А) Сечения на многостен с равнина 
47. Диагонално сечение – Сечение на ръбесто тяло с равнината, която минава 

през два несъседни околни ръба (Фиг. 23. а). 
48. Успоредно сечение – Сечение на ръбесто тяло с равнината, успоредна на 

основата (за Призма – Фиг. 23. б, за Пирамида – Фиг. 27). 

49. Перпендикулярно сечение – Сечение на призма с равнина, перпендику-
лярна на околните ръбова на призмата (Фиг. 23 в)). 

 

Б) Призма и паралелепипед 

I. Видове призми 
50. Призма – Тяло ограничено от два еднакви n – ъгълника лежащи в успо-

редни равнини, а останалите му стени са успоредници. 
50.1. Височина – Всеки перпендикуляр издигнат от точка в равнината на 

едната основа, към равнината на другата основа. 
50.2. Права призма – Призма, на която околните повърхнини са перпенди-

кулярни на равнината на основата, т.е. околните стени са правоъгъл-
ници. Всеки околен ръб съвпада с височината на правата призма. 

50.3. Правилна призма – Права призма с основа правилен многоъгълник. 
50.4. Паралелепипед – Призма, на която основите са успоредници. 
50.5. Правоъгълен паралелепипед – Права призма, на която всички стени 

са правоъгълници. 
50.6. Свойства на правоъгълен паралелепипед: 

50.6.1 Четирите му диагонала са равни. 
50.6.2 Диагоналите му се пресичат в една точка и се разполовяват от 

нея. 
50.6.3 За всеки диагонал е в сила равенството d2 = a2 + b2 + c2, къ-

дето a, b и c са измеренията на паралелепипеда, а d – диаго-
нала му. 

50.7. Куб 
50.7.1 Призма, на която всички стени и основи са квадрати. 
50.7.2 За диагонал на куб е в сила равенството d2 = 3a2 или 3ad = , 

където a е страната на куба 

Фиг. 23 

а) б) в) 
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II. Призма и сфера 
51. Призма вписана в сфера – Сферата минава през всички върхове на приз-

мата. 
51.1. Призма може да се впише в сфера, когато тя е права и около основа-

та и може да се опише окръжност, като ортогоналната проекция на 
центъра на сферата съвпада с центъра на описаната в основата ок-
ръжност. 

51.2. Всяка правилна призма или всяка права триъгълна призма може да се 
впише в сфера. 

51.3. За куб имаме aR
a

r
2

3
;

2
== , където r – радиуса на вписаната сфера, 

R – радиуса на описаната сфера, a – страната на куба. 
52. Призма описана около сфера – Всяка стена на призмата е допирателна до 

сферата. 
52.1. В права призма може да се впише сфера тогава и само тогава, когато 

в основата на призмата може да се впише окръжност, като височина-
та на призмата е равна на диаметъра на тази окръжност. 

53. Ако призма с пълна повърхнина S1 и обем V е описана около сфера с ра-
диус R, то 

1

3

S

V
R = . 

III. Лице на повърхнината и обем 
54. Лице на околната повърхнина S – Сборът от лицата на околните стени. 

Формулата е S = P l, където l e дължината на околният ръб, а P – периме-
търа на перпендикулярното сечение на призмата (ако имаме права призма 
P е периметъра на основата). 

55. Лице на пълна повърхнина S1 – Сборът от лицата на околната повърхнина 
и основите, S1 = S + 2B, където B е лицето на основата. 

56. Обем – V = B h, където h е височината на призмата. 

В) Видове пирамиди 

I. Пирамида. Правилна пирамида 
57. Пирамида – Тяло, на което една от стените е многоъгълник, а останалите 

стени са триъгълници с общ връх. 

57.1. Височина – Отсечката съединяваща върха на пирамидата с проекци-
ята му върху равнината на основата. Положението на петата на висо-
чината върху равнината на основата се определя от следните свойст-
ва на пирамидата: 

57.2. Всички околни ръбове са равни тогава и само тогава, когато около 
основата на пирамидата може да се опише окръжност и петата на ви-
сочината съвпада с центъра на тази окръжност. 

 

57.3. Два или повече околни ръба са равни тогава и само тогава, когато 
петата на височината лежи на пресечната точка на симетралите на 
съответните отсечки (виж 3): 
� Ако околните ръбове са съседни, т.е. AS = BS от Фиг. 24 а), то 
т.O ∈ sAB; 

� Ако околните ръбове не са съседни, т.е. AS = CS от Фиг. 24 б), то 
точка O лежи на симетралата на диагонала AC свързващ съответ-
ните върхове на основата; 

� Ако имаме три равни околни ръба, т.е. AS = CS = DS от 
Фиг.24в), то т.O ∈ sAC ∩ sCD. 

57.4. Две околни стени сключват равни ъгли с равнината на основата то-
гава и само тогава, когато петата на височината е равноотдалечена от 

съответните основни ръбове (на Фиг. 22, ако OK = OM, то ∢(SKO) = 

∢(SMO)). 

57.4.1 Ако две съседни околни стени, например: на Фиг. 22, стените 
(AnA1S) и (A1A2S), сключват равни ъгли с равнината на осно-
вата, точката O лежи или на вътрешните ъглополовящи или на 
външните ъглополовящи при върха A1 на основата. 

A 

в) 

S 

B 

O 

sAC 

C 

D 

sCD 

A 

B 

S 

C 

O 

sAC б) 

S 

A 

B 

O 

sAB 

а) 

Фиг. 24 
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57.5. Всички околни стени сключват равни ъгли с основата тогава и само 
тогава, когато в основата може да се впише окръжност и петата на 
височината съвпада с центъра на тази окръжност. 

 

57.6. Околен ръб AS и основен ръб AB, излизащи от един и същи връх A 
на пирамидата, са перпендикулярни тогава и само тогава, когато пе-
тата O лежи на правата през A, перпендикулярна на AB. 

57.7. Кръстосаните околен ръб AS и основен ръб BC на пирамида са пер-
пендикулярни тогава и само тогава, когато петата O лежи върху пер-
пендикуляра, спуснат от A към BC. 

57.8. Петата O на височината на пирамида съвпада с центъра на вписаната 
в основата окръжност, ако е изпълнено едно от твърденията (виж 4): 
� всички околни стени сключват равни двустенни ъгли с основата; 
� височините на всички околни стени са равни (при правилна пира-
мида); 

� проекциите на височините на всички околни стени върху основа-
та са равни (равни на радиуса r на вписаната в основата окръж-
ност); 

� всички околни стени сключват равни ъгли с височината на пира-
мидата. 

57.8.1 В този случай са в сила формулите: h = r tg φ; B = S cos φ, 
където h – височината на пирамидата, r – радиуса на вписана-
та в основата окръжност; φ – двустенния ъгъл между околната 
стена и основата; B – лицето на основата; S – лицето на окол-
ната повърхнина на пирамидата. 

57.9. Петата O на височината на пирамида съвпада с центъра на описаната 
около основата окръжност, ако е изпълнено едно от твърденията 
(виж 5): 
� всички околни ръбове са равни; 
� всички околни ръбове сключват равни ъгли с основата; 
� всички околни ръбове сключват равни ъгли с височината на пи-
рамидата; 

� проекциите на всички околни ръбове върху основата са равни 
(равни на радиуса R на описаната около основата окръжност). 

57.9.1 В този случай е в сила формулата: h = R tg φ, където h – ви-
сочината на пирамидата, R – радиуса на описаната около ос-
новата окръжност; φ – ъгълът между околен ръб и основата на 
пирамидата. 

58. Правилна пирамида – Пирамида, на която основата е правилен многоъ-
гълник, а околните стени са еднакви равнобедрени триъгълници. 
58.1. Височина – Върха на правилната пирамида се проектира ортогонал-

но в центъра на равнината на основата (виж 37.3.1). Тогава отсечка-
та, която съединява върха с центъра на основата е височината h на 
пирамидата. 

58.2. Апотема – Височината на коя да е околна стена, прекарана към съот-
ветния основен ръб. Всички апотеми на пирамидата са равни. 

58.3. Апотема на основата (на Фиг. 22 OM) – Проекцията на дадена апо-
тема върху основата е апотема на основата, т.е. височина на съответ-
ния триъгълник на основата. 

58.4. Всички околни ръбове са равни и образуват с равнината на основата 
равни ъгли; 

58.5. Двустенният ъгъл между околната стена и основата има линеен ъгъл 

∢SMO (Фиг. 22), защото SM и OM (апотема на основата) са височи-

ни в равнобедрените ∆A1A2S и ∆A1A2O. 
58.6. Всички околни стени образуват равни двустенни ъгли с равнината на 

основата, защото ∆KOS ≅ ∆MOS (Фиг. 22). 
58.7. За радиуса на описаната около всяка правилна пирамида сфера е в 

сила формулата (65.3), а за радиуса на вписана в правилна пирамида 
сфера е в сила формулата (63.3). 

58.8. В правилна n-ъгълна пирамида, за дадените ъгли са в сила равенст-
вата (46. 2. 4).  

Бележка: 

Ако три околни стени сключват равни ъгли с равнината на основата, т. O не се 
определя еднозначно. Еднозначно определяне положението на т. O е, ако трите 
околни стени сключват равни ъгли с основата на пирамидата. 

Бележка: 

За ъгъл между околна стена и равнината на основата се разглеждат два 
случая – Когато: 
� ъгълът е между околната стена и “вътрешната” част от основата, т.е. 
самата основа; 

� ъгълът е между околна стена и “външната” част от основата. 
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II. Лице на повърхнина и обем на пирамида 
59. Лице на околна повърхнина S 

59.1. Правилна n – ъгълна пирамида: 
22

Pk
k

na
S == , където k – апотемата, 

a – дължината на основния ръб, n – броя на страните на основата, P 
– периметъра на основата. 

59.2. Неправилна пирамида – Сбора от лицата на околните стени. 
60. Лице на пълна повърхнина S1 

60.1. На правилна n – ъгълна пирамида: S1 = S + B, където B – лицето на 
основата. 

60.2. На неправилна пирамида – лицето на пълната повърхнина S1 е равно 
на сборът от лицата на всички стени (околни и основа). 

61. Обем V. 
61.1. Правилна пирамида: BhV

3

1= , където h е височината на пирамидата. 

61.2. Неправилна пирамида – по същата формула. 

 

III. Вписана и описана сфера 
62. Вписана в пирамида сфера k (Фиг. 25)– В пирамида може да се впише 

сфера тогава и само тогава, когато са изпълнени някои от твърденията: 
62.1. Всички стени на пирамидата са допирателни до сферата; 
62.2. Ъглополовящите равнини на всички двустенни ъгли се пресичат в 

една точка. Това условие е трудно проверяемо затова се използва 
следното условие “Ъглополовящите равнини на всички двустенни 
ъгли при основните ръбове се пресичат в една точка” 

62.3. Ако двустенните ъгли при основните ръбове на пирамидата са равни. 
63. Ако в пирамида може да се впише сфера, то са изпълнени някои от твър-

денията: 
� Всички околни стени сключват равни двустенни ъгли с основата; 
� Проекциите на височините на всички околни стени върху равнината 
на основата са равни; 

� Височините на всички околни стени са равни; 
� Ъглополовящите равнини на всички двустенни ъгли между две съсед-
ни околни стени минават през височината на пирамидата; 

� Всички околни стени сключват равни ъгли с височината на пирамида-
та; 

� В основата на пирамидата може да се впише окръжност и нейния цен-
тър съвпада с проекцията на върха на пирамидата върху равнината на 
основата; 

� В пирамидата може да се впише прав кръгов конус. 
� В сила е формулата 57.8.1. 

63.1. Сфера може да се впише във всяка: 
� Триъгълна пирамида (тетраедър); 
� Правилна пирамида. 

63.2. Центърът О на вписаната в правилна пирамидата сфера (Фиг. 25) ле-
жи на пресечната точка на височината HD на пирамидата и 
ъглополовящата равнина на ъгъла между околна стена и основата, 

т.е. ъглополовящата OK на линейният ∢HKD, защото DK – апотема 

на пирамидата. 
63.3. Радиус r = OH = OL (Фиг. 25) на вписана сфера  

63.3.1 в произволен многостен – 
1

3

S

V
r = , където S1 е пълна повърх-

нина на многостена, V – обема; 

A 

K 

B 

C 

D 

H 

O 

Фиг. 25 

k  

k 1 
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63.3.2 в правилна триъгълна пирамида – 
26

3 Θ= tgar , където a – 

дължината на основен ръб, θ – ъгълът между околна стена и 
равнината на основата. 

64. Описана около пирамида сфера (Фиг. 26) – Около пирамида може да се 
опише сфера, ако са изпълнени някои от твърденията: 
64.1. Всичките ръбове (околни и 

основни) на пирамидата са 
хорди на сферата, т.е. сферата 
минава през всички върхове 
на пирамидата. 

64.2. Симетралните равнини на 
околните ръбове се пресичат 
в една точка (т. О на Фиг. 26) 
лежаща на права перпендику-
лярна на равнината на осно-
вата (виж 30). 

64.3. Около основата може да се 
опише окръжност (k1 на Фиг. 
26).  

65. Ако около пирамида може да се 
опише сфера, то са изпълнени ня-
кой от твърденията: 
� Всички околни ръбове са равни; 
� Всички околни ръбове сключват равни ъгли с равнината на основата; 
� Проекциите на всички околни ръбове върху равнината на основата са 
равни; 

� Симетралните равнини на всички околни ръбове минават през висо-
чината; 

� Околните ръбове сключват равни ъгли с височината; 
� Около основата на пирамидата може да се опише окръжност, центъ-
рът, на която съвпада с проекцията на върха на пирамидата върху 
равнината на основата (петата на височината); 

� Около пирамидата може да се опише прав кръгов конус; 
� В сила е формула 57.9.1. 

65.1. Сфера може да се опише около: 
� Всяка триъгълна пирамида (тетраедър); 
� Правилна пирамида. 

65.2. Център О (Фиг. 26) на описаната сфера около: 

65.2.1 Произволна пирамида: 
65.2.1.1 Равнината на всяка стена на пирамидата пресича опи-

саната сфера в окръжност, описана около съответната 
стена. Перпендикулярите, издигнати от центровете на 
тези окръжности се пресичат в центъра на описаната 
сфера. 

65.2.1.2 Центърът на сферата лежи на пресечната точка на пер-
пендикуляра издигнат от центъра на описаната около 
основата окръжност и симетралната равнина на кой да е 
околен ръб (Фиг. 26). 

65.2.2 Правилна пирамида или неправилна пирамида на която пета-
та на височината е център на описаната около основата ок-
ръжност – Центърът на описаната сфера лежи в точката на 
пресичане на височината на пирамидата (или нейното про-
дължение) и симетралната равнина на околен ръб. 

65.3. За радиуса R на описана сфера около правилна триъгълна пирамида 

е изпълнено 
H

l
R

2

2

= , където l – дължината на околен ръб, H – висо-

чината на пирамидата. 

IV. Тетраедър 
66. Определение – Всяка триъгълна пирамида. За тетраедъра ABCD на Фиг. 

27 да имаме означенията:  
� Проекцията на върха върху основата 

(петата на височината) – точка H. 
� околни ръбове – AD = a, BD = b, 

CD = c; 
� основни ръбове – AB = c0, BC = a0, 

AC = b0. 
� ръбни ъгли на тристенния ъгъл при 

върха D – ∢BDC = α, ∢CDA = β, 

∢ADB = γ. 

� двустенните ъгли на тристенния 

ъгъл при върха D – ∢(ABD, ACD) = 

α1; ∢(ABD, BCD) = β1; ∢(BCD, 

ACD) = γ1. 

D 

H 

B 

C A 

Фиг. 27 

A1 

B1 

C1 

H1 

Фиг. 26 

s BD 

A 

B 

C 

D 

H 

O 
k1 
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� двустенните ъгли при основата на тетраедъра – ∢(ABC, BCD) = α0; ∢(ABC, 

ABD) = β0; ∢(ABC, ABD) = γ0. 

� Лицата на околните стени и основата – SBCD = S1, SACD = S2, SABD = S3, SABC =B. 
66.1. Косинусова теорема – B2 = S1

2 + S2
2 + S3

2 – 2S1S2cos γ1 – 
2S1S3cos β1 – 2S2S3cos α1 (виж 6). 

66.2. Синусова теорема – 

2
321

0

0

0

0

01

0

9

4

sinsinsinsinsinsin V

BSSSccbbaa ===
γγββαα

, където V е обе-

ма на тетраедъра (виж 7). 
66.3. Обем: 

66.3.1 По формула (61.1) 

66.3.2 ( ) ( ) ( )γδβδαδδ −−−= sinsinsinsin
3

1
cbaV , където 

2

γβαδ ++
= ; 

66.3.3 Формула на Сервие: ϕsin
6

1
dnmV = , където m и n са два 

срещуположни ръба (кръстосани ръба), d – оста-отсечка на те-
зи ръбове, т.е. най-малкото разстояние между ръбовете, φ – 
ъгълът между тях (виж 8); 

66.3.4 
MCDSABV .

3

1= , където АВ и CD са кръстосани ръбове, SMCD 

– лицето на сечението, перпендикулярно на АВ и минаващо 
през CD (Фиг. 6). 

66.3.5 ( )γβαγβα coscoscos2coscoscos1
6

1 222 −++−= cbaV  

(виж 9). 

66.3.6 αsin
3

2 21

l

SS
V = , където S1 и S2 са лицата на две съседни 

стени, φ – двустенният ъгъл между тях, l – дължината на об-
щият им ръб (виж 10). 

66.4. Равнина минаваща през средите на два срещуположни ръба (кръсто-
сани ръба) на тетраедър, го разделя на два многостена с равни обеми 
(виж 11). 

66.5. Описана и вписана сфера – Около всеки тетраедър може да се опише 
сфера или във всеки тетраедър може да се впише сфера, като за ра-
диусите на описаната R и на вписаната r сфера е изпълнено неравен-

ството R ≥ 3r. Равенството се получава, когато тетраедъра е прави-
лен (виж 12). 

67. Медиана на тетраедър – Отсечката, която съединява връх на тетраедъра с 
медицентъра на срещуположната му стена. 

68. Медицентър на тетраедър – Четирите медиани на тетраедъра се пресичат в 
една точка наречена медицентър, която ги дели в отношение 3 : 1, считано 
от съответния връх (виж 13 и Зад. 25 от Пирамиди). 

69. Бимедиана – Отсечка, съединяваща средите на два срещуположни ръба 
(кръстосани ръба) на тетраедъра, т.е. бимедианата е ос-отсечката MN на 
кръстосаните прави АВ и CD (фиг. 6). 
69.1. Трите бимедиани се пресичат в една точка, която ги разполовява. Та-

зи точка съвпада с медицентъра на тетраедъра (виж 14). 
70. Височина – Всяка отсечка, единият край, на която е негов връх, а другият 

и край е проекцията на този връх върху срещуположната му стена. Тетра-
едъра има четири височини. Точката в която се пресичат четирите му ви-
сочини се нарича ортоцентър на тетраедъра. 

71. Ортоцентричен тетраедър 
71.1. Тетраедър е ортоцентричен тогава и само тогава, когато е изпълнено 

едно от следните твърдения: 
71.1.1 Две негови двойки срещуположни ръба (кръстосани ръба) са 

взаимно перпендикулярни (виж 15). 
71.1.2 Един от върховете му се проектира ортогонално върху равни-

ната на срещуположното му стена (виж 16). 
71.1.3 Сборът от квадратите на два срещуположни ръба (кръстосани 

ръба) е постоянен (виж 17). 
71.1.4 Дължините на ръбовете му от един връх има следната про-

порция  
γβα coscoscos

cba ==  (виж 18). 

71.1.5 Перпендикулярите към стените му, прекарани през медицен-
тровете им, се пресичат (виж 19). 

71.2. Ако един тетраедър е ортоцентричен, то са в сила някой от твърде-
нията: 

71.2.1 Трите му бимедиани са равни (виж 20). 
71.2.2 Медицентърът му разполовява отсечката свързваща ортоцен-

търа му с центъра на описаната около него сфера (виж 21). 
71.2.3 Изпълнено е равенството OH2 = 4R2 – 3l2, където O е центъ-

ра на описаната сфера, H – ортоцентърът, R – радиуса на опи-
саната сфера, l – бимедианата (виж 22). 
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71.2.4 Изпълнено е равенството HA2 + HB2 + HC2 + HD2 = 4R2, къ-
дето H е ортоцентърът, а R – радиуса на описаната сфера (виж 
23). 

72. Правоъгълен тетраедър – Тетраедър, на който трите ръбни ъгли при един 
от върховете му са прави, например: за Фиг. 27 α = β = γ = 900 (виж 24). 
72.1. Ако α = β = γ = 900, то и α1 = β1 = γ1 = 900, (Фиг. 27) и обратно. 
72.2. Основата (∆ABC от Фиг. 27) е остроъгълен триъгълник. 
72.3. Петата на височината на правоъгълния тетраедър съвпада с ортоцен-

търа на основата. 
72.4. Всеки от околните ръбове е перпендикулярен на срещуположната 

стена. 
72.5. Правоъгълния тетраедър е аналог на правоъгълния триъгълник в 

равнината, затова околните стени се наричат катети, а основата - хи-
потенуза на правоъгълния тетраедър. 

72.6. Аналогичните формули на формула Г. Ф. (17) е S1
2 = B S1`, S2

2 = B 
S2`, S3

2 = B S3`, където S1`, S2`, S3` са лицата на ортогоналните 
проекции на околните стени върху равнината на основата. 

72.7. Питагорова теорема в пространството – B2 = S1
2 + S2

2 + S3
2 (озна-

ченията са от Фиг. 27). 
72.8. За височина h на правоъгълен тетраедър е в сила равенството 

2222

1111

cbah
++=  (означенията са от Фиг. 27). 

72.9. За двустенните ъгли α0, β0, γ0 (означенията са от Фиг. 27) е в сила 
равенството cos2 α0 + cos2 β0 + cos2 γ0 = 1 (виж 25). 

72.10. Обем cbaSSScbaV
6

1
2

3

1
coscoscos

3

1
321 === γβα  (означе-

нията са от Фиг. 27). 
73. Правилен тетраедър – Всичките му четири стени са еднакви равностранни 

триъгълници. 
73.1. Всичките основни и околни ръбове са равни. 
73.2. Всеки ръбен ъгъл при кой да е от върховете е равен на 600. 
73.3. Срещуположните ръбове (основен и околен) са перпендикулярни, 

т.е. правилна триъгълна пирамида е ортоцентричен тетраедър. 
73.4. Сборът от разстоянията от произволна вътрешна точка на тетраедъра 

до четирите му стени е равен на височината на тетраедъра (виж 26). 
73.5. Четирите височини са равни. 
73.6. Четирите медиани са равни. 
73.7. Ортоцентърът, медицентърът, центровете на описаната и вписаната 

сфера съвпадат. 

73.8. В сила са формулите 

3

12

2
;

4

6
;

12

6
;

2

2
;

3

6
aVaRaradah ===== , където a е ръбът 

на правилния тетраедър, h – височината, d– най-късото разстояние 
между два срещуположни ръба (бимедиана), r – радиуса на вписана-
та сфера, R – радиуса на описаната сфера, V – обема (виж 27 и Зад. 
26 от Пирамиди). 

V. Пресечена пирамида 
74. Свойства на успоредните сечения (виж 28) 

74.1. Всяко успоредно сечение на пирамида е многоъгълник подобен на 
основата. 

74.2. ⋯=






=






=






=






=
2

11

2

1

2

1

2

11

AB

BA

BD

DB

AD

DA

h

h

B

B , където B и B1 са ли-

цата на основата и успоредното сечение, h1 = DH1, h = DH (Фиг. 27). 

74.3. ⋯=






=






=
3

1
2

3

11

h

h

B

B

V

V , където V е обемът на пирамидата ABCD, а 

V1– обемът на пирамидата A1B1C1D (Фиг. 27). 
75. Пресечена пирамида – Многостен, върховете, на който са върхове на ос-

новата на пирамидата и на нейно успоредно сечение. 
75.1. Всяка околна стена е трапец. 
75.2. Височина – Всеки перпендикуляр от точка в равнината на едната ос-

нова към равнината на другата основа. 
75.3. Околна повърхнина S – Сбора от лицата на околните стени. 
75.4. Пълна повърхнина S1 = S + B + B1, където B и B1 са лицата на дол-

ната и горната основа. 

75.5. Обем ( )113
BBBB

H
V ++= , където H е височината на пресечената 

пирамида. 
76. Правилна пресечена пирамида – Пресечена пирамида получена от пра-

вилна пирамида. Тя има: 
76.1. Равни ръбове на долната и горната основа; 
76.2. Равни околни ръбове. 
76.3. Всички околни стени и диагонални сечения са равнобедрени трапе-

ци. 
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76.4. Апотема k – височината на всяка околна стена. За апотемата имаме 
равенството k2 = H2 + (r – r1)

2, където H е височината на пресечената 
пирамида; r и – r1 радиуса на вписаната окръжност в долната и гор-
ната основа. 

76.5. Околна повърхнина k
PP

S
2

1+= , където P и P1 са периметрите на 

долната и горната основа, k – апотема. 
76.6. Обем – същата формула, както обем на пресечена пирамида. 
76.7. За дължината на околен ръб l имаме следните формули: l2 = H2 + (R 

– R1)
2; 

2

122

3







 −+= bb
kl  , където H е височина, k – апотема, b и b1 – 

дължината на страните на долната и горната основа, R и R1 – радиу-
сите на описаната окръжност около долната и горната основа. 

76.8. В правилна пресечена триъгълна пирамида: 
76.8.1 Може да се впише сфера; 
76.8.2 Съществува сфера която се допира до всички ръбове на пи-

рамидата. 

Валчести (Ротационни) тела 

А) Сечения на валчесто тяло с равнина 
77. Осно сечение – Сечение на валчесто тяло с равнина, която минава през ос-

та на тялото (Фиг. 28). 
78. Успоредно сечение – Сечение на валчесто тяло с равнина, която е успо-

редна на основата на тялото (Фиг. 29). 

Б) Видове валчести тела 

I. Цилиндър 
79. Кръгов цилиндър – Нека да имаме два еднакви кръга k (O, r) и k1 (O1, r1) в 

успоредни равнини. Тялото получено от всички възможни отсечки съеди-
няващи k и k1 се нарича кръгов цилиндър (Фиг. 28). Кръговете k и k1 се 
наричат основи на цилиндъра, OO1 – ос, l – образуваща. 
79.1. Височина h – Перпендикулярът MM1 издигнат от произволна точка 

на едната основа към равнината на другата основа (Фиг. 28). 

79.2. Връзка между височина и образуваща – 
l

h=ϕsin , където φ е ъгълът 

между образуващата и основата (Фиг. 28). 
79.3. Свойства: 

79.3.1 Всички образуващи са успо-
редни помежду си. 

79.3.2 Успоредното сечение е кръг 
еднакъв на основата. 

79.3.3 Всяко осно сечение е успоред-
ник. 

79.3.4 Във всеки кръгов цилиндър 
може да се впише призма. 

79.3.5 Около всеки кръгов цилиндър 
може да се опише призма. 

79.4. Лице на околна повърхнина 

ϕ
ππ
sin

2
2

hr
lrS == , където l е образу-

ващата, h – височина, r – радиуса на основата, φ – ъгълът между об-
разуващата и равнината на основата. 

79.5. Лице на повърхнината S1 = S + 2B = 2πr (l + r). 
79.6. Обем V = B h = πr2h = πr2l sin φ. 

80. Прав кръгов цилиндър – Кръгов цилиндър, на който оста OO1 е перпенди-
кулярна на основата. 
80.1. Височина – Тя съвпада с оста OO1 (или образуващата), т.е. h = l = 

OO1. 
80.2. Свойства: 

80.2.1 Всички осни селения на прав кръгов цилиндър са еднакви 
правоъгълници. 

80.2.2 Всяко осно сечение се дели от височината OO1 на два еднак-
ви правоъгълника. 

80.2.3 Във всеки прав кръгов цилиндър може да се впише права или 
правилна призма. 

80.2.4 Около всеки прав кръгов цилиндър може да се опише права 
или правилна призма. 

80.3. Лице на околна повърхнина S = 2πrh. 
80.4. Лице на повърхнината S1 = S + 2B = 2πr (h + r). 
80.5. Обем V = B h = πr2h. 

81. Равностранен прав кръгов цилиндър – Прав кръгов цилиндър, на който 
осното сечение е квадрат.  

k1 (O1, r1) 

l 
h h 

φ 

M

M1 

O 

O1 

k (O, r) 

Фиг. 28 
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81.1. Височина h = l = 2r. 
81.2. Свойства: 

81.2.1 В равностранния цилиндър може да се впише сфера или куб. 
81.2.2 Около равностранен цилиндър може да се опише сфера или 

куб. 
81.3. Лице на околна повърхнина S = 2πh2. 
81.4. Лице на повърхнината S1 = S + 2B = 6πr2 = 2

2

3
hπ . 

81.5. Обем 33

4

1
2 hrhBV ππ === . 

II. Конус 
82. Кръгов конус – Нека да имаме кръг k (O, r) и точка Q не принадлежаща на 

равнината на кръга. Тялото образувано от всички възможни отсечки, 
свързващи т. Q с окръжността се нарича кръгов конус (Фиг. 29). Той има: 

� Основа – кръга k (O, r). 
� Връх – точката Q. 
� Ос – правата QO. 
� Образуваща l – отсечката свързваща върха с точка от окръжността. 

82.1. Височина h – Перпендикуляра QH от вър-
ха на конуса Q до равнината на основата. 

82.2. Свойства – Във всеки кръгов конус може 
да се впише или опише пирамида. 

83. Прав кръгов конус – Конус, на който оста му е 
перпендикулярна на основата, т.е. QO = h. 
83.1. Свойства: 

83.1.1 Осните сечения на прав кръгов ко-
нус са еднакви равнобедрени триъ-
гълници. Всеки от тези триъгълни-
ци се дели от височината му QO на 
два еднакви правоъгълни триъгъл-
ника. 

83.1.2 Успоредно сечение на кръгов ко-
нус е кръг (Фиг. 29). Ако с B1 и B отбележим лицето на сече-
нието и лицето на основата на конуса, а с h1 = QH1 и h – разс-
тоянието на сечението до върха на конуса и височината на ко-

нуса, то имаме 
2

1

2

11 






=






=
r

r

h

h

B

B , където r1 и r – радиусите на 

сечението и на основата на конуса. 
83.1.3 Във всеки прав кръгов конус може да се впише правилна пи-

рамида. 
83.1.4 Около всеки прав кръгов конус може да се опише правилна 

пирамида. 
83.2. Лице на околна повърхнина S = πrl. 
83.3. Лице на повърхнината S1 = S + B = πr (l + r). 

83.4. Обем hrhBV 2

3

1

3

1 π== . 

III. Кръгов пресечен конус 
84. Определение – Тяло, което е част от кръгов конус, заключена между осно-

вата му и едно негово успоредно сечение (на Фиг. 29 пресечения кръгов 
конус е ABB1A1). 

85. Осно сечение – Осното сечение на кръгов пресечен конус е трапец, а 
всички осни сечения на прав кръгов конус са еднакви равнобедрени тра-
пеци, всеки от който се разделя от оста на конуса на два еднакви правоъ-
гълни трапеца. 

86. Лице на околна повърхнина S = πl (r + r1), където l е образуваща, r и r1 – 
радиусите на основите му. 

87. Лице на повърхнината S1 = S + B + B1 = πl (r + r1) + πr2 + πr1
2,.където B 

и B1 са лицата на основите му. 

88. Обем ( ) ( )1
2

1
2

11 33
rrrr

h
BBBB

h
V ++=++= π . 

89. В кръгов пресечен конус може да се впише сфера тогава и само тогава, ко-
гато височината му е средно геометрично на диаметъра на горната и дол-
ната му основа. 

В) Сфера и валчесто тяло 
90. Прав кръгов цилиндър вписан в сфера – Ако окръжностите на основите му 

са сечения на сферата. 
90.1. Достатъчно условие – Около осното сечение на прав кръгов цилин-

дър да може да се опише окръжност. 
90.2. Около всеки прав кръгов цилиндър може да се опише сфера, защото 

осното му сечение е правоъгълник. 

Фиг. 29 
k (O, r) 

Q 

O H 

A1 
O1 

B1 
H1 

A B 

l 
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91. Прав кръгов конус вписан в сфера – Ако сферата минава през върха на ко-
нуса, а окръжността на основата му е селение на сферата. 
91.1. Достатъчно условие – Около осното сечение на прав кръгов конус да 

може да се опише окръжност. 
91.2. Около всеки прав кръгов конус може да се опише сфера, защото 

осното му сечение е триъгълник. 
92. Прав кръгов цилиндър описан около сфера – Ако цилиндъра се допира до 

равнините на основите му, а допирните и точки с околната му повърхнина 
са голямата окръжност на сферата, която лежи в равнина перпендикуляр-
на на основата му. 
92.1. В цилиндър може да се впише сфера тогава и само тогава, когато в 

осното му сечение може да се впише окръжност.. 
92.2. Необходимото и достатъчно условие в цилиндър да се впише сфера е 

височината на цилиндъра да е равна на диаметъра на основата му. 
93. Прав кръгов конус описан около сфера – Ако осното сечение на конуса е 

описано около голямата окръжност на сферата. 
93.1. Във всеки прав кръгов конус може да се впише сфера, защото осното 

му сечение е триъгълник, а във всеки триъгълник може да се впише 
окръжност. 

Сфера и кълбо 
94. Сфера  - Множеството от точки в пространството, които се намират на да-

дено разстояние R от дадена точка O.  
� Център на сферата – точката O. 
� Радиус на сферата – разстоянието R. 
� Хорда – отсечка, краищата на които принадлежат на сферата. 
� Секуща – права, която пресича сферата в две точки. 
� Допирателна – правата, която има със сферата точно една обща точка. 
� Диаметър – хорда, която минава през центъра и. 

94.1. Лице на сфера с радиус r е S = 4πr2. 
94.2. Лицата на две сфери се отнасят както квадратите на радиусите, т.е. 

2
2

2
1

2

1

r

r

S

S = . 

95. Кълбо – Множеството от точките на една сфера и всичките и вътрешни 
точки. Центърът O и радиуса R на сферата се наричат съответно център и 
радиус на кълбото. 

95.1. Обемът на кълбо с радиус R е 3

3

4
RV π= . 

95.2. Обемите на две кълба се отнасят както кубовете на съответните им 

радиуси, т.е. 
3

2

3
1

2

1

R

R

V

V = . 

95.3. Обем на многостен описан около кълбо 
13

1
SrV = , където r е радиусът 

на вписаното кълбо, V – обемът на многостена, S1 – лицето на по-
върхнината на многостена. 

96. Взаимно положение на сфера и равнина 
96.1. Допирателна равнина на сферата – Равнината, която има една обща 

точка със сферата. Тази обща точка се нарича допирна точка. 
96.2. Сечение между равнина и сфера – Ако разстоянието d от центъра O 

на сферата до равнина λ е по-малко от радиуса R на сферата, то се-
чението между равнината и сферата е окръжност в равнината λ с 
център O1 - ортогоналната проекция O на върху λ и радиус 

22
1 dRr −= . 

96.3. Голяма окръжност на сфера – Сечение на сфера с равнина, която ми-
нава през центъра и. 

Кабинетна проекция 
97. Дескриптивна геометрия – Равнината има две измерения, а пространство-

то – три измерения. Точното представяне на тримерни обекти върху чер-
теж с две измерения (равнината на листа) е предмет на изучаване от деск-
риптивната геометрия. При нея се използва успоредното 
проектиране. 

98. Кабинетна проекция – Метод за изобразяване на правоъ-
гълен паралелепипед, правилна призма и правилна пи-
рамида. В кабинетната проекция се избира три взаимно 
перпендикулярни оси x, y и z. Правите ъгли между тези 

оси се изобразяват като ∢x0z = 900, ∢x0y = ∢y0z = 450 

(Фиг. 30). 

Фиг. 30 

O x 

y 
z 
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Построения 

А) Права минаваща през точка и пресичаща 
кръстосани прави: 

Нека са дадени кръстосаните прави a и b и точката O, нележаща на правите 
(Фиг. 31). Построяването на права q, която минава 
през точката и пресичаща кръстосаните прави, се 
извършва по следния начин: 

1 ) Построяваме равнината α, която съдържа една 
от кръстосаните прави a и точката O – такава 
равнина съществува; 

2 ) Намираме прободната точка M на другата от 
кръстосаните прави b с равнината α – такава 
точка винаги съществува, ако b и α не са успо-
редни; 

3 ) Построяваме права q, която е единствено определена от точките O и M; 
4 ) Тази права q = OM лежи в равнината α и ако не е успоредна на a, я пресича в 
точка L; 

5 ) Правата q е търсената права. 

Б) Ос-отсечка на кръстосани прави 
Нека са дадени две кръстосани прави a и b (Фиг. 32). Построяваме: 

1 ) през произволна точка А ∈ b права a’ � a; 

2 ) през правите b и a’ равнината α; 
3 ) на произволна точка P∈a проекцията P1 
върху α; 

4 ) в равнината α, през точка P1 правата a1 � a’; 

5 ) в равнината α точката M = b ∩ a1; 

6 ) през точка M права g � PP1; 

7 ) точка N = g ∩ a;  
8 ) правата MN е ос-отсечка на правите a и b 

(защото MN ⊥ a и MN ⊥ b) 

В) Кабинетна проекция на правоъгълна чети-
риъгълна призма 

1 ) На оста x нанасяме точка O ≡ A и 
с плътна линия нанасяме отсечката 
AB с истинските иɺ  размери. 

2 ) На оста y от точка O ≡ A с пре-
късната линия нанасяме отсечката 

AD с размери ABAD
2

1= . 

3 ) На оста z от точка O ≡ A с плътна 
линия нанасяме отсечката AA1 с 
истинските иɺ  размери. 

4 ) Построяваме съответните успо-
редни прави и получаваме призма-
та ABCDA1B1C1D1 (Фиг. 33). 

Г) Кабинетна проекция на правилна четириъ-
гълна пирамида 

1 ) На оста x нанасяме точка O ≡ A и с 
плътна линия нанасяме отсечката 
AB с истинските и размери (Фиг.34). 

2 ) На оста y от точка O ≡ A с прекъс-
ната линия нанасяме отсечката 

ABAD
2

1= . 

3 ) Построяваме BC � AD, CD � AB и 

диагоналите на основата AC и BD, 
където O1 = AC ∩ BD. 

4 ) От точка O1 успоредно на оста z с 
прекъсната линия издигаме височи-
ната на пирамидата h = SO1. 

5 ) Съединяваме съответните точки и 
получаваме пирамидата ABCDS. 

z 

O ≡ A 

Фиг. 33 
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Д) Кабинетна проекция на правилна триъгълна 
пирамида 

1 ) На оста x нанасяме точка O ≡ N (Фиг. 35) и с прекъсната линия начертаваме от-

сечката bNC
2

1= , където  AB = BC = AC = b, а в обратна посока – отсечката 

bNA
2

1= . 

2 ) На оста y от точка O ≡ N с прекъсната линия нанасяме отсечката bNB
2

3=  с 

половината от размера си (в случая ∆ABC е равностранен и затова bNBh
2

3== ). 

Така получаваме основата на равностранния ∆ABC. 
3 ) В равностранния 
∆ABC начертаваме 
медианите AM и CL. 
Пресечната им точка 
означаваме с O1 (пе-
тата на височината 
на пирамидата). 

4 ) От точка O1 изди-
гаме перпендикуляр 

O1S � z с истински-

те му размери (това 
са размерите на ви-
сочината на пира-
мидата). 

5 ) Свързваме съот-
ветните околни ръ-
бове AS = BS = CS 
= l и апотемата SM 
(която е перпенди-
кулярна на BC за-
щото SM е височина 
в ∆BCS). 

6 ) За да начертаем 
вписаната в основа-

та на пирамидата окръжност намираме средите на AO1, BO1, CO1 и съединяваме 
получените точки с точките L, M, N и получаваме елипсата на вписаната окръж-
ност. 

7 ) За да начертаем описаната около основата на пирамидата окръжност намираме 
симетричните точки на точка O1 спрямо точките L, M, N и ги съединяваме с вър-
ховете. Получаваме елипсата на описаната окръжност (Фиг. 33). 

Е) Кабинетна проекция на правилна шестоъ-
гълна пирамида 

1 ) На оста x нанасяме точка O ≡ N и с прекъсната линия начертаваме отсечката 

bND
2

1= , където  AB = BC = CD = DE = EF = b, а в обратна посока – отсечката 

bNE
2

1= . 

2 ) На оста y от точка O ≡ N с прекъсната линия нанасяме отсечката 

rPOON
2

3
11 == , където r е радиуса на вписаната в основата на пирамидата ок-

ръжност, с половината от истинския размер. 
3 ) През точка O1 построяваме права FC перпендикулярна на ED, нанасяме отсеч-
ката O1F = b и в обратна посока отсечката O1C = b с истинския им размер. 

4 ) През точка O1 построяваме правата AB перпендикулярна на ED, нанасяме от-

сечката bPB
2

1=  и в обратна посока отсечката bPA
2

1=  с истинският им размер. 

5 ) През точка O1 построяваме права успоредна на оста z и нанасяме отсечкатаO1M 
с истинският размер на височината на пирамидата. 

6 ) Свързваме точките и получаваме съответните околни ръбове, които са равни. 
Получаваме пирамидата ABCDEFS. 

7 ) За да начертаем вписаната в основата на пирамидата окръжност съединяваме 
средите на основните ръбове на пирамидата. Получената елипса е вписаната ок-
ръжност. 

8 ) За да начертаем описаната около основата окръжност съединяваме върховете F, 
A, B, и C на основата с плътна линия, а върховете F, E, D, и C на основата с пре-
късната линия. Получената елипса е описаната около основата на пирамидата ок-
ръжност. 

Фиг. 35 
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Ж) Сечение на многостен с равнина 
99. Метод на пресечниците – За построяване на сечение на многостен с рав-

нина се използва метода на пресечниците. При него построяваме пресеч-
ниците на сечението с всяка от равнините на стените на многостена. Пре-
сечниците са прави и затова е достатъчно да намерим две точки от тях или 
условия, които ги определят (условие за успоредност, перпендикулярност 
и др.). 


